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高 维 数值 积分 方法 的 研究 ， 多 年 来 始终 吸引 着 国内 外 计算 数 
学 工作 者 的 兴趣 ， 因 此 各 种 新 成 果 的 出 现 总 是 层出不穷 ， 看 来 每 
隔 四 、 五 年 就 有 总 结 一 次 的 必要 . 

1980 年 拙 著 《 高 维 数值 积分 》 出 版 后 ， 我 们 曾 把 它 作 为 研究 
生 选 修 课 教材 使 用 ， 很 快 就 发 现 不 少 章节 需要 补充 ,改进 和 刷新 . 
于 是 通过 不 断 讨论 和 互相 协作 ， 我 们 终于 写成 了 这 本 《 选 讲 》. 就 
其 内 容 题 材 而 言 , 可 看 成 是 前 一 拙 著 的 续篇 或 姊妹 篇 .个 别 章节 内 
容 ( 例 如 第 二 章 部 份 题材 ) 与 前 一 著作 略 有 重复 ， 这 是 由 于 本 书 需 
要 自 成 体系 的 原故 . 

本 书 第 一 章 较 详尽 地 介绍 了 欧美 学 者 发 展 起 来 的 代数 方法 ， 
并 在 小 结 中 叙述 了 一 系列 尚未 解决 的 问题 . 这些 问 题 的 提出 ,表明 
代数 方法 尚 有 进一步 发 展 的 客观 要 求 . 

第 二 章 与 第 三 章 的 基本 题材 (包括 一 系列 主要 结果 )， 都 是 本 
书 作者 及 其 合作 者 工作 成 果 的 系统 总 结 . 从 “方法 论 ” 角 度 看 , 显 
然 具 有 自 成 一 套 的 独立 性 .应 该 提 到 , 第 二 章 中 的 基本 引 理 和 展开 
定理 中 的 余 项 表示 式 及 其 证 明 等 ， 都 是 后 来 在 施 威 亮 、 王 兴 华 等 
同志 的 工作 中 重新 完成 的 ， 因 而 也 就 使 我 们 的 原始 结果 获得 精 化 
了 的 表现 形式 . 

本 书 的 三 、 四 、 五 各 章 分 别论 述 了 三 种 类 型 的 积分 降 维 法 ， 
它们 都 以 Gauss-Green 公式 作为 方法 的 出 发 点 .这 些 方法 各 有 其 
一 定 的 适用 范围 与 特色 . 它们 分 别 是 由 本 书 作者 之 一 于 1962 一 63 
4, Рауіѕ 197246, Kratz 于 1979 年 开始 提供 出 来 的 ， 后 来 ， 
Burrows 又 于 1980 年 提出 利用 Lebesgue 测度 函数 构造 降 维 公式 
的 新 方法 . 


特别 是 降 维 展开 方法 与 高 维 边 界 型 求 积 公 式 自然 联系 ， 早 在 
六 十 年 代 初 就 被 注意 到 了 . 实际 上 , 远 在 1966 年 前 我 们 ( 徐 利 治 , 王 
仁 宏 、 周 蕴 时 等 ) 就 曾经 利用 降 维 展开 法 构造 出 一 系列 边界 型 求 
积 公式 ， 并 作 了 数值 试验 ， 证 实 菜 些 边 界 型 公式 的 有 效 性 . 但 这 
些 结果 直到 1978 年 才 获得 发 表 机 会 . 现在 看 来 ,关于 具有 各 种 代数 
精度 的 边界 型 求 积 公式 的 具体 构造 问题 , 仍 有 许多 工作 可 做 . 希望 
对 此 有 兴趣 的 计算 数学 工作 者 ,能 继续 开展 这 方面 的 研究 工作 . 

如 大 家 所 知 ， 现 代 计 算 工 具 的 迅猛 发 展 ， 已 经 促成 “离散 数 
学 要 算法 化 ， 计 算数 学 要 软件 化 ”的 趋势 要 求 . 如 此 说 来 , 作为 数 
值 分 析 或 计算 方法 分 支 的 数值 积分 法 也 必须 走向 软件 化 .因此 ,从 
本 书 中 提供 的 各 种 方法 和 一 系列 公式 出 发 ， 如 何 有 选择 、 有 搭配 
地 去 设计 各 种 数学 软件 的 问题 ， 应 该 是 有 必要 研究 和 很 值得 研究 
的 课题 ,例如 ,关于 处 理 激烈 振荡 函数 积分 计算 的 方法 以 及 某 些 常 
用 区 域 上 的 边界 型 求 积 法 ， 如 何 搞 成 相应 的 软件 就 是 值得 考虑 的 
问题 ， 

如 果 这 本 书 的 题材 能 成 为 实际 计算 工作 者 的 辅助 工具 ， 或 者 
成 为 软件 研究 工作 者 的 方法 依据 ， 那 末 此 书 也 就 起 到 它 应 有 的 一 
份 作用 了 .但 由 于 匆 促成 稿 ,对 各 章 各 节 内 容 未 及 仔细 推荐 ， 故 书 
中 的 疏忽 差错 或 难 避 免 ， 因 此 还 希望 读者 不 音 指正 . 最后, 我们 要 
对 安徽 教育 出 版 社 欣然 出 版 本 书 以 及 合肥 工业 大 学 卢 树 铭 副 教授 
在 编辑 本 书 时 所 完成 的 细致 工作 表示 诚挚 感谢 


т Жан 何 天 晓 
一 九 八 四 年 元 月 
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在 这 一 章 我 们 主要 介绍 以 A. Н. Stroud 等 人 为 代表 的 欧美 学 
派发 展 起 来 的 代数 方法 . 他 们 使 用 的 主要 工具 是 矩阵 代数 , 线性 变 
换 和 多 元 直 交 多 项 式 理论 ， 关于 这 些 题材 我 们 在 《高 维 数值 积分 》 
一 书 中 已 经 有 过 论述 . 本 章 的 基本 内 容 是 对 前 书 的 增补 与 ЖЕ Ж. 


$1. 记号 与 予 备 知识 


我 们 认为 读者 已 经 熟悉 Riemann 意义 下 的 高 维 积分 的 概念 ， 
并 且 也 了 解 它们 的 一 些 简单 性 质 . 
以 下 ， 我 们 用 小 写 的 黑体 字母 表示 向 量 ， 例 如 
X—(5,,2,,*752,) U= (hisis ta Hin) 
等 等 .大 写 的 黑体 字母 表示 和 矩阵， 例如 X，A，| 等 . XARAK X 
的 转 置 矩阵 ，X-: ЖИЕ X ИРОН. Е, ЖОК ЗИН п МЕКЕ 
间 ，R,，C, 等 表示 E, 中 的 区 域 ， 自 然 是 n>2. 
为 简单 计 ， 常 使 用 记号 
І) =1I(fGiu x; 7,2) 


=], Q (X1, X5, X) f (ал, Lay 7 Hn) dx dx, dx, 


特别 
Ia) zh QI, n Xp) dx dx, dx, 


I(x/ix,% xt) =Í, [G9 (3,5 X, es Ks) X, x nme ] 
X dx dk, dx, 
рар, а„ so а, ХАРЕ, 一 般 我 们 总 是 假定 后 两 个 积分 是 
1 


FEH. 
本 章 主要 研究 如 下 形式 的 求 积 公式 
Í. aw fO) dx= Уд, fo) a.D 


其 中 o(x) z0Q, ж, ++, х) ELR R — 880 F BEO C) 
OH JEo(x)==1; dx-dxdx,-dx, 诸 X; 是 下 ,中 的 点 ， 通常 
称 它们 为 求 积 结 点 ， 诸 4; 是 不 依 束 于 f(x) 的 常数 , 称 为 求 积 系数 
当然 也 可 以 用 其 它 字母 (例如 ，B,，B,，…, Bn) 表示 求 积 系数 ， 
和 表示 求 积 公式 (1. 1) 中 含 求 积 结 点 的 个 数 . 

我 们 称 求 积 公式 (1. 1) 右 端的 求 积 和 与 左 端 积分 真 值 之 差 


, N 
Ar=| 000 foodx- У A f) 


为 求 积 余 项 或 求 积 误差 . 有 时 也 将 式 (1. 了) 写成 
f. 00) fO dv 234, fO) + ри (1.2) 
如 果 对 于 任意 的 单项 式 
жүн x X ha: k + h,+ +k, <d 

近似 等 式 (1.1) 变 成 精确 等 式 ,并且 至 少 有 一 个 (4+ 1) 次 的 单项 式 
使 得 式 (1. 1) 不 能 成 为 精确 等 式 ， 则 说 求 积 公式 (1.1) 具 有 4 次 代 
数 精 度 ( 或 简称 它 是 4 次 的 求 积 公式 ) 

我 们 经 常用 求 积 结 点 和 求 积 系数 来 简单 地 表示 一 个 求 积 公 
式 .例如 ， 可 以 将 求 积 公 式 


Farms panay 
e [fao «fC 1,0 +/(0,1) +/0, - D] 
简单 地 写成 


ао Т oD + 


x 
6-1,0 5 w- t 


АР, Xos v X)#IP,, CG, Xt, ERREEN as 
SV UC RO Жїз, Q.G л, rn» Xa) 和 Oo CY 
EDEDELLS ж, Xos е, Xa КЖ ЛУШ m у ФУД WE RE 
介绍 一 点 平面 曲线 的 知识 ， 以 后 要 用 它们 . 
设 已 知 二 个 二 元 多 项 式 Pa(x，y) 和 P, y), KEREC 
面 曲线 ) 
P,G,y)=0 Р(х,у) =0 


的 公共 零点 (平面 曲线 的 交集 ). 
Ж Pu。(x,y) 有 如 下 的 分 解 式 
PG, y) =P,,, (z, Y) Pu (х,у) Pu (x, у) 
MEM, +M, + +++ АҺ, ml, #=1,2,+е+,ЁВ 


H P, 是 不 能 再 分 解 的 了 ， 亦 即 P, 是 既 约 的 .显然 ， 除 了 可 能 
差 一 常数 因子 或 Pu, 的 排列 顺序 外 ， 上 述 的 分 解 是 唯一 的 ， 平 面 
曲线 


P,,G,y)=0, +, Pu GS) 70 41.3) 
与 平面 曲线 
Pa(%, y) =0 а.б 


BE. BA. 3) 中 的 曲线 为 曲线 (1. 4) 的 分 支 .如 果 Pur, у) Ж 
KAR WHR 4) 由 单 支 组 成 . 我 们 总 假定 Pn 与 P, 的 系数 
属于 复数 域 . 因此 ， 在 特殊 情况 下 ， 方程 (1.4) 可 能 没有 实 解 . 
例 1 + 

卫 。 一 CnMmr An KT) + ++ + a,z+ a, 
则 Pn 总 可 以 分 解 为 

Р„=а,(х — х1) (x — X) (X — Xm) 
并 因此 Pa=0 有 mA- YEA Ж 


x- x =0, +, X-x,—0 


Bl 2 4 P, = a Y * dos 则 容易 证 明 P,(z, y) 是 
既 约 的 充分 必要 条 件 是 aa 0. 

例 з %P,=G- y+ 1), P(x%  4x- y 1) 6-7 y+ 1). WI 
曲线 P, —0 5 P, —03] dti xc HU. ERA- y 1) =03 P,=0 B 
二 重 支 ， 是 PP, 二 0 的 单 重 支 ， 它 是 P, =0 与 Ps=0 的 公共 支 . 

如 果 二 个 曲线 

Pn(x,y)=0 与 P,(z,y)=0 (1.5) 
有 公共 支 ， 则 方程 Pal, у) =0 与 Py) =0 有 无 穷 多 个 公共 
fi. 


定理 1 (Bezout) 如果 式 (1.5) 中 的 二 曲线 无 公共 支 ， 则 
它们 恰好 有 ms 个 交点 . 

自然 ， 式 (1.5) 中 二 曲线 的 交点 可 能 是 复 的 ， 也 可 能 是 重 交 
点 ， 也 可 能 交 于 无 穷 远 点 ， 值 得 注意 的 是 ， 对 于 重 交点 来 说 ， 计 
数 时 几 重 交点 就 算 几 个 交点 . 

定理 2 WRR (1.5) 中 二 曲线 交点 的 个 数 多 于 ws 个 , 则 它 
паз. 

定理 2 是 定理 1 的 弱 形式 , 以 后 我 们 也 要 用 到 .作为 定理 2 的 
应 用 ， 我 们 有 下 面 的 

定理 3 有 Cm+1) (m+2)/2 个 点 mi— 05,90, REER 
50. G, y) =0 上 . 

证 取 不 在 一 条 直线 上 的 三 个 点 Uu. mM, m. 5—1 
011609) =0, ЖЭШ M, m, Ma， 并 于 其 上 取 三 个 点 mo 
Ms, Me, ÅM, т s Ma 一 定 不 在 一 条 二 次 曲线 O: =0 上 .假若 
不 然 ， 依 定理 2 ，Qs 与 01,, 有 公共 支 ， 并 因此 81, 是 @: 的 一 个 分 
支 .从 而 C: 是 两 个 线性 因子 的 乘积 . 这 是 不 可 能 的 ,因为 m, m, ms 
不 在 一 条 直线 上 . 

今 再 取 一 直线 01,; 二 0， 它 不 通过 点 m, m, o m TOE 
ERMA AM, M, my, Mio. AM, M y та ERE— R 


4 


三 次 曲线 0, =0 上 .假若 不 然 ， 依 定理 2 00, 的 一 个 分 支 ， 
DREP Qs =0,-0,,„. 因为 т, mo, оъ О, 0, KEN 
必 在 0:=0 上 .但 是 ， 上 面 已 经 证 明 这 是 不 可 能 的 .如 此 继续 下 去 ， 
可 以 找到 (m+1) 00+ 2) /2 个 不 全 在 曲线 Cu=0 上 的 点 .证 毕 . 

上 述 的 一 些 结果 已 被 推广 到 多 个 变量 的 情形 .我们 只 用 到 二 
个 变量 的 Bezout 定理 . 

我 们 还 将 用 到 下 面 的 

定理 4 假若 Pn 和 P, 无 公共 支 , 且 它 们 的 公共 零点 Gu, у) 


G=1, 2, +, mol. X PG yjE—A dT 
HEM, Qu. y0 G1, 2, +s ms) 是 PG, yon, W 
етіп (m，s)， 并 且 有 多 项 式 0;-m 和 Qs-: 使 得 
P,=Q,-.P,,+ Qi-,P, 
定理 4 是 Max Noether 定理 的 简单 形式 ，Ci-。 和 Qs 中 之 
一 (不 是 两 个 ) 允 许 恒 等 于 零 . 
Max Noether 定理 的 证 明 可 参阅 J.G.Semple #1 L, Rothi 


00861, 2.94—96); Bezout 定 理 的 证 明 可 参阅 [87]. 
$2. Tchakaloff 定理 


d R, E, EARR, Olis Xo ce, x)7E Е, KEIER 
我 们 将 证 明 ， 对 于 任 给 的 正 整数 4&>>1， 恒 可 以 构造 @ 次 代数 精 
度 的 (1. 1 型 的 求 积 公式 ， 并 且 求 积 系数 省 全 为 正 数 ， 求 积 结 
点 Xi= aus Nui cr, Xni) 均 含 于 Rs 内， 结 点 个 数 最 多 需要 
Nón, d) 二 (n+ Q)1/n1d!. 这 个 结论 是 由 Tchakaloff 证 明 的 "31. 
为 简明 计 , 我 们 假定 z=2. 对 于 %>2 的 情形 ， 证 明 是 完全 一 样 的 . 

首先 引进 如 下 的 记号 与 定义 : 

(1) 9w=(0,0,…,0) 表 示 En 的 原点 

Gi) и= (1, м, +з, их), V=(Vis Vas ++, оу) Еу BTE 
Аз н, ШС, отр 


(u, V) 14,7, 416,0, + + + UNUN 
V (u, 表示 о 5 $4 的 距离 . 
Gii) zs 表示 联结 Фи 和 的 直线 段 . 9 表示 1 Slow Z 
的 夹 角 ， 由 解析 几何 知 


соз быс Си, v) 


VO V (v, v) 

定义 1 Ew 的 超 平面 2w-: 是 于 的 CN -1) 维 子 空间 (一 般 
JEAIBUE фу € € »- D. 

定义 2 PENJARA 是 凸 的 ， 如 果 对 于 任意 的 实数 0<% 
Xl, Vu VEX, ЖЖ Av, (1 一 和 Vv,€ of. 

显然 ， 这 个 关于 凸 集 的 定义 是 饭 卡 儿 平面 上 凸 集 合 概 念 的 拓 
pr. 

定义 3 ЖЕ 的 点 集 .9 为 凸 锥 ， 如 果 对 于 每 对 实数 入 之 0、 
AO, WEH H Ау, + À.v, EX. 

WREDE, WKE, WEN. BRAMER К 
空间 ， 则 ów 是 它 的 边界 点 .自然 ， 可 以 将 os ARA 的 顶点 . 

定理 5 (Minkowski) 4.94 Æ Ему ЕЗИК, B. 


AREEN Жо = (со, с, 5 ABITATA Di mi, 


Ce (v,u)=0 
证 依 定 理 5 ， 有 超 平面 2 осу. RT. Фл. 
HTA, MAURA n-i EN OnE ni 令 u 是 一 个 和 .oY 同属 
如 nw-! 的 一 侧 的 点 ， 并 且 使 得 线 /, 垂 直 于 22w-1. d v C.O, WI 
0,,.<90°. Ki Ikcos0.,,2>0, ЭЕ (у, и) 20. X647 907, 
PAC, <o, HE, 
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定理 7 Фи, у, Vo “5 v Ек, E 
U-A,Vu + АУ: + ++ + Ар 
РМ» М, s MEIER. Ж РУМ, {ин vi rf RCN) 
个 线性 天 示 ， 且 系数 是 非 负 前. 
证 若 p>> 入 ， 则 vi 是 线性 相关 的 ， 亦 即 有 不 全 为 零 的 &1， 
[EE 


ауу,+а,у,+ … 二 aovp 二 0 


不 失 一 般 性 ,可 以 认为 至 少 有 一 个 a, 是 正 的 ,因此 =max (a, ГА) 
20. 显然 
U LEN + ÊV + ++ + EN, 
ë =(uk-e@)/u20  i-1,2, +, P 


Нафе. A, чү, vo oo чыр b c< 
乡 - 1) ARERR, HAREM. EBEN, WE & ЕҢТЖШ 
的 结论 ; 若 姻 >N， 则 可 以 重复 上 述 的 论证 过 程 . 证 毕 . 

AA 是 一 个 抽象 集合 ， 并 假定 对 每 一 个 s€ oor 均 有 单位 向 
JE v,€ En 与 之 对 应 . 全 体 v. 作 成 的 集合 用 Y Cof) EIS. 

定义 4 如 果 En 中 的 向 量 集 Y- Co ) 有 以 下 四 条 性 质 ， 则 
称 它 为 基本 向 量 集 : 

G) 97 C ) 是 有 界 的 , 亦 即 对 所 有 的 v,€ % Cor) ЖЖЖ 
数 工 使 得 V (vuv) xL 

Gi) S (ex) 是 闭 的 ， 并 因此 它 是 紧 致 的 

Gi) % (er) 含 有 N 个 线性 无 关 的 向 量 

Gv) 对 所 有 的 vE % (ar)， 有 向 量 wEEx 使 得 (ve ж) 0. 

注意 ， 若 Y- (е) ЖЖЖИНИ, Н W v.€ o 
Gar) Os, w)20, Wif (v,, w)220. FXE, BERA, 


亦 即 


inf(v,, w) =0 


则 可 以 找到 (о) А 3-30 (v 848 


lim(v.,, w) =0 


HHY (.e) 是 紧 致 的 ，{fvs} 有 一 个 收敛 的 子 列 ， 不 妨 设 收敛 于 
VES (of), Е (у, м) =0. 了 矛盾 . 
定义 5 给 定 En 中 的 一 个 基本 向 量 集 % Coon), 我 们 定义 一 
个 新 的 向 量 集 An er), "rox u € Ел, JE EL 是 9 (ау) h 
&( 和 N) 个 向 量 的 线性 组 合 ( 系 数 非 负 ) .换言之 ，uE.2Grw(.er) 的 
充分 必要 条 件 是 有 va € % Cor Y FIC 0, $—1, 2, -, N, 
使 得 
иби, + B,V,; + «+ Му 


定理 8 (а) EEn ЮЙ. 


证 先 证 明 .2Gw(.er) 是 闭 的 . 33215] MICRO Coo) B 71 

(ui): 
Ui =b; Vua + Буш; + + Бууну 

v. € % (Go), 6,20, jz3,2,, N, i=1,2, 
EKATE u, EEr. REREH EAn A). 

首先 证 明 ， 对 于 每 一 个 户 序 列 {bijG=1，2，…) 是 有 界 的 . 
令 W 对 全 体 VE % Cor EQ. 0, W 

(шм) = S} bui W) Sbi CVa w) zb; inf (v,, w) 20 
因为 inf (,,w)20, И 


(ui, w) 
oxbuz TO 
由 于 {yi} 收敛 于 u， 记 以 {u} 是 有 界 的 ， 从 而 序列 (Ou w)) 是 
有 界 的 . К Cauchy RERU, W)?< (u, u) (w, WA, 对 于 
8—10), SG OUHER A BS. 
综 上 所 述 ， 有 的 整数 序列 使 得 
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lim 5, =b, lim v4; v, 
em pom 


这 意味 着 
Uo =D Va + b,v,; + +++ + ONNEA NCA) 

从 而 оС) Е. 

XDPAEXGE M20, А20, WRU, VEAN), WR 
Ж ЖТ, Ми + Ао, Є. x Co). 证 毕 . 

定义 6 我 们 说 向 量 cEEn 关于 基本 集合 % Ca ) 是 正 的 ， 
du ROM Р UE E (v, 0270(,€ % (nf)) 的 每 一 个 Ww， 均 有 
(c,w) 20. 

定理 9 如 果 。 关于 基本 集合 Y^ Ca 是 正 的 ， 则 c € 
SCC). 

证 令 cEEwN2EUN(er)， 依 定理 6 有 向 量 w€ Es, 使 得 
对 于 全 体 vE CY 

(c,w) <0 (v, 020 

这 样 ， 关 于 集合 Y- (её), c 就 不 是 正 的 了 。 

现在 ， 我 们 已 经 能 够 证 明 下 面 的 

定理 10 (Tchakaloff, 1957) FR Æ E, 中 的 有 界 闭 区 域 ， 
o, YE R, 上 非 负 可 积 ， 且 


0<1(1) < 
4 是 固定 的 正 整 数 ， 则 可 以 构造 4 次 代数 精度 的 求 积 公式 


fi 90520046) dedy = Аиса уд 
2 bx 


并 县 它 有 以 下 三 条 性 质 : 
G) ММО, d) «(d 1) (d « 2)/2 
Gi) Gi, y) ER, $-1,2,-, N 
Gi) 4,G-1, 2, +, N) 是 正 的 . 


证 ELY (R:) 是 由 如 下 形式 的 和 N 维 向 量 作成 的 集合 


v,=(1, Z, Xe Ж, X. сз, YD 

НО, y) € R,. НРК, ЙИ, ARR, MAS Qu) JN 
是 闭 的 ， 有 界 的 .对 于 全 体 vE % R), HE 

w=(1, 0, +, 00€ Ey 
满足 Cvs, w)>0. 

ELLI = (p: 0<pP+p +++ bd), fiin, Lic» = (C, 
0), G, 0), (2, 0), (0,1), (1,1), (0,2). 又 定义 Lim) = 
(ny, mus m, m, ip € LIO). Lino W ARRE L 
的 推广 ， 例如， 车 ma=0.1, mi=0.4, m,—0.5, MJ Limp = 
((0.1, 0.1), (0.4, 0.1), (0.5, 0.1), (0.1, 0.4), (0.4, 
0.4), (0.1, 0.5)). 

WX 0<1(1)<, BAR, 内 部 是 非 空 的 ， 且 Rs 含有 点 集 
Lion). 因为 detWi 关 0, 所 以 (R,) 含 及 个 线性 无 关 的 向 量 ， 
从 而 9 (Ry) 是 En 中 的 基本 向 量 集 . 令 .9Yw(R,) 表 一 向 量 集 , 它 的 
元 素 uEEw， 且 可 以 写成 

U =D Ve + 0, +++ + буу 
v, Є o (R,) b,>0 #=1, 2, N 
依 定 理 8 。 .tw(R,) 是 一 个 闭 凸 锥 ， 并 且 .Oin(R,) 不 是 En， 因为 
它 不 含 向 量 ( 一 1，0，0，…，0). 
给 定 一 个 次 数 <4 ERU, y) 
О. =а + 262 + 2043 + а? + ау 十 … + Gay 
作 与 之 对 应 的 向 量 
Wa= (оо, dio ац, Gros ау … dui) 
ШЗ РИ ЖН GS, X) € R,, (т, WOTE Co Y) 处 的 值 . 定 
X 
C= (Coos Cios Cors Czos Ciis Uy бы) 
其 中 cag =IGey5), Wl 
10 


(c, Wa) = f. @(x,y)Q, (z, y)dx dy 


注意 ， 若 对 于 全体 Qu, X) € R,, (Vss w220, MJ CC, W) 
之 0. 依 定义 6， 关 于 9% (R), CEER. KEI, EA nR). 
因此 ， 有 vi Є S (R,) 和 实数 A, 之 0， #=1, 2,5, N, 使 得 

C=AV + Á.v,, + rob Алу 
A, АЙЕ QuG, у) 

(с, wo) — 4, (у, wo) + А, (s, Wo) + + An Qa, Wa) 
上 式 是 定理 结论 的 另 一 种 写法 .证 毕 . 

在 [83] 中 ，Tchakaloff 还 证 明 ， 在 具有 性 质 G), Gi fI Gii) 
的 ， 形 式 如 定理 10 给 出 的 求 积 公式 中 ， 一 般 说 来 ， 结 点 数 N 不 能 
再 减少 ， 换 言 之 ， 有 区 域 Ri 和 正 整 数 4， 使 得 当 结 点 个 数 少 于 
入 =N(2，4) 时 ， 不 能 构造 出 4 次 精度 的 求 积 公式 . 


$3. . 正 系数 求 积 公式 的 构造 法 


Qalx, y) =1，Davis""" 给 出 了 一 个 构造 具有 性 质 (i), Gi, 
《iii 的 求 积 公式 的 方法 . 他 的 方法 是 构造 性 的 ， 不 需要 凸 集 理论 ， 
并 且 也 是 对 于 oG y) =1 的 情形 再 次 证 明了 Tchakaloff 定 理 的 结 
论 . 以下， 我 们 还 是 仅 以 二 维 情形 为 例 , 其 实 所 得 结论 极 易 推广 到 
高 维 情 形 . 

若 将 计算 定 积分 的 求 积 公式 取 成 Gauss 求 积 公式 ， 则 由 此 而 
产生 的 乘积 型 求 积 公式 的 求 积 系数 是 正 的 ， 并 且 求 积 结 点 是 区 域 
的 内 点 . 

Davis 的 方法 依赖 于 某 些 4 次 的 求 积 公式 ， 这 些 求 积 公式 的 
求 积 系数 是 正 的 ， 并 且 求 积 结 点 是 区 域 的 内 点 (但 是 , 求 积 结 点 个 
数 多 于 NCn, 4)). 因 此 ,乘积 型 求 积 公式 可 以 作为 Davis 方 法 的 起 
点 (当然 ， 积 分 区 域 是 有 限制 的 ). 事实 上 ,对 于 一 些 n 和 4d iis, 
4 次 的 Gauss 乘积 公式 的 结 点 个 数 已 经 低 于 NG) .具体 情形 见 


п 


任意 的 4 


任意 的 4 


3，5，7，9，11 


定理 11 设 已 知 一 具有 性 质 (iD，(iii ERRAR BEN 


结 点 个 数 N*PNQ, 4йу=(4+1)(4+2)/2, WA ок,у WTR 
t, y/o Gz1, 2, =s МО, DYRIESURSC HE B 


fi ot DOU, Dazay= у} C Qut, vh 
1 £ 
证 设 具 有 性 质 (ii)，(iii) 的 求 积 公式 为 
Í, @(%, y)Qu(x, »Mdsdy- y A, Q G, y) 
2 m 


38 E vaso fr Tit 
С (Сор, Cios Сору бшу Cu ch, Co) 
Cag =1о^у®у 
V=, X У» Ж, yo s YD 
#21, 2, ++, N* 
上 述 求 积 公式 具有 4 次 代数 精度 等 价 于 
с=ДАүү, + A,v, +. + Ay VR 


依 定理 7， 是 可 以 表示 为 诸 w 的 线性 组 合 的 ， 并 且 其 中 系数 非 
12 


fü, wit OR AERENQ, d EH. 
现在 ， 我 们 给 出 Davis 构造 正 系数 , 求 积 结 点 为 区 域内 点 的 
Qa 次 求 积 公 式 的 方法 . 令 N=N(2，4)=(4+1)(d+2)/2， 又 令 


&oy-l, & (x,y) =% 

Ey) — y, EX y) zx 

EC) =E, 59, E05) = 
具体 构造 分 成 以 下 八 步 : 


1. 选择 R, 的 六 个 内 点 
М; = (zj, yi) j=l, 2, =, N 
使 得 N x N EBE: 
Ху= [5 M2] 
是 满 秩 的 . 1(1) 0 意味 着 R, 的 内 部 是 非 空 的 . 因此 ， 对 某 些 实数 
ж, Mi, y т R&A ARL С(т,) XPE, 324118] AKM; BUR 
Lim Hp. Ж М, 使 得 矩阵 Xn 与 矩阵 Wi 重合 〈 行 的 顺序 可 
ИЖ 90. ЖА, ER Wie Wionamg mi), 例如 
1 1 1 1 1 1 
m, m т, m m m 
m o omm mm m mm m 
т т m т mm 
m mm mam, mm m mm, 
щот om m m т 
容易 证 明 
detWi = [ (m, — та) (m4 — m, ,) + (Ma — m) ] 4 


x [Gn — m4 ,) Отау 7 ma 3) (Mi; 7 ms] 
x cx [ Gn, — ту) Qn, 一 mç) ]* (т, — то)" 


ЖР eua 22N(O-1, №), k-0, 1, =, 4-1. 
13 


余下 的 步 又 以 上 图 为 例 来 说 明 ， 此 处 4=3，N =10, 且 点 M,, M, 
М 已 用 数码 1，2，…，10 标 出 ， 

2. 在 每 个 点 用 附近 构造 矩形 Ri， 和 拢 形 R,, 以 好 为 中 心 ， 整 
个 的 Rs 位 于 R, 内 部 ， 并 且 诸 R, ЖЖ. 

3. 在 每 个 矩形 R,; 上 ， 构 造 Gauss-Legendre 乘积 公式 ,表示 
为 GL;. 对 每 一 个 为 СІ, КЕЗЕН 2k- 124. M.E: 
GEL 的 结 点 之 一 ， 令 与 用 对 应 的 系数 是 -4*>0，7=1，2，…，N. 
在 上 图 中 ， 取 % 二 3， 使 得 每 个 GL; 为 五 次 求 积 公式 .作为 例子 , 在 
上 图 中 ， 我 们 标 出 了 GL, 的 求 积 结 点 . 
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4. 3020, (8i 
min(4;, A5, Д) 
[XM 


ó< (1. 6) 


М = тах sup[£ (х,у) | 
ISSN R, 


JFH, # D 是 一 个 Yx 和 和 矩阵 (元 素 为 Ci)， 则 jpD|| 表 和 矩阵 模 
ID] «max 5:141 
5. 选取 足够 多 的 附加 算 形 Ry -N-1, s 4, 使 得 它 
们 均 在 R, М, РАТА ШАКИ, H Rai —1, 2, +, N) 
亦 是 不 重 登 的， 并且 
[| dx dy<6 


R, NR, 
其 中 R;i=R,,,UR,,,U-.-UR,,.. 在 上 图 中 ,我 们 假定 只 须 增加 四 个 
Ж ЖК, се, К, ОЙИ ЕШ У. 现在 定义 
cis. aes (z, y) dxdy 


=], & 020 dxdy- | „буулду 
n Ws 


并 注意 ， 当 ?=1，2，…， 刀 时 ， 
Ic;| <| lé: G, y) | dxdy Mà (1.7) 
EN 


6. 在 每 个 矩形 R,,;(j =N +1, s DEDERE d nt 
Gauss-Legendre 乘 积 公式 .我 们 记 这 些 公式 为 GL;‘j=N+ 1,…， 
4，) 并 假定 

М,= Gi y) ј=1, 2, ++, № 
ÆGLG=1, 2, +, q 的 全 部 结 点 .在 上 面 的 点 列 中 ， 除 了 首 N 
个 点 是 予 先 确 定 的 外 ， 点 的 排列 顺序 是 无 关 紧 要 的 . 我 们 用 省 表 
示 与 M 相 对 应 的 求 积 系数 . 在 上 图 中 ， Ж] Rinis "a К, 可 以 
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取 四 点 求 积 公式 ,现在 ， 对 于 R;， 我 们 得 到 一 个 4 次 的 求 积 公式 
fE ойуута мә + Ў) AEM 
i=l, 2, + N 

在 上 面 的 公式 中 A 是正 的 , MJ R; 的 内 点 . 我 们 还 必须 对 R, 给 
出 一 个 同样 的 公式 . 

7 因为 Xw 是 满 秩 的 所 以 能 够 求 得 系数 B 使 得 对 于 ReNR3 
有 一 个 4 次 的 求 积 公式 

e (f, se, Wardy=B, s M) 
R, NR = 


i=) 2, =, N 
Bi 由 下 面 的 方程 组 确定 


B, ci 
^ ps) | ^ 
By CN 1: 
ЕТЕ НЕЕ 
max [В, <|Xz'|max |e? | а.в) 


联合 式 (1.6)，(1.7) 和 (1.8)， 得 到 


шах |B,| &minCA;, Aj, ++, 4R) 
8. 综合 上 述 ， 对 于 ?=1，2，…， 和 得 到 
f. &dxdy =], aod Фу * Is &dxdy 


N . 
š -2 B;&(M) + ўи; ¿i (M) + PES 
N N* 
-2XB, +A) (M) + PEE (M) 
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上 面 的 求 积 公式 确定 了 一 个 R, 上 的 4 次 求 积 公式 ， 它 的 全 部 结 点 
是 R, 的 内 点 ， 并 且 全 体 求 积 系数 非 负 . 


4. 多 元 直 交 多 项 式 


在 一 元 函数 的 平方 吾 近 理论 与 数值 积分 理论 中 ， 直 交 函 数 系 
与 直 交 多 项 式 系 起 了 重要 的 作用 .我 们 知道 平方 逼近 的 方法 是 构 
造 近似 函数 的 一 个 简便 易 行 的 好 方法 ， 所 以 在 数值 分 析 中 它 占有 
重要 的 地 位 . 虽然 从 逼近 阶 来 看 一致 逼近 显得 优越 些 ， 可 是 由 于 
它 难于 实现 ， 所 以 许多 时 候 人 们 宁愿 使 用 平方 逼近 的 方法 而 不 使 
用 一 致 逼近 的 方法 . 即使 仅 从 逼近 阶 来 看 ，Lebesgue 定 理 告 诉 人 
们 ， 用 平方 逼近 方法 得 到 的 近似 函数 比 用 一 致 蝇 近 方法 得 到 的 近 
似 函 数 也 不 是 差 得 很 远 . 

19564, В. И. Крылов 证 明了 一 个 很 漂亮 的 定理 : BS) 
在 (- 1，1) 上 绝对 连续 ， 则 以 Чебышев 多 项 式 零点 为 插值 结 点 
的 Lagrange 插值 多 项 式 序 列 一 致 收敛 于 /Co2. 我 们 知道 ， 
Чебышев 多 项 式 系 是 直 交 多 项 式 系 ， 这 从 另 一 侧面 说 明了 直 Ж 
多 项 式 系 的 重要 性 . I 

数值 积分 中 的 Gauss 型 求 积 公式 理论 更 清楚 地 说 明了 研究 直 
交 多 项 式 的 必要 性 .我 们 知道 ， 即 使 /(*) 是 有 限 区 间 [4a,5] 上 的 连 
续 函 数 ， 关 于 积分 


f fadx 


的 4 点 Newton-Cotes 求 积 公 式 序列 也 不 一 定 收敛 于 积分 的 真 值 . 
然而 ， 当 将 求 积 结 点 选 为 [4,5] 区 间 上 的 直 交 多 项 式 的 零点 时 ,内 
插 型 求 积 公式 ( 即 Gauss 型 求 积 公式 ) 不 但 有 最 高 的 代数 精度 ， 而 
且 当 被 积 函 数 在 [a,b] 区 间 上 连续 时 求 积 公式 序列 收敛 于 积分 的 
XR. 

以 上 提 到 的 事实 说 明了 直 交 函数 系 ， 特 别 是 直 交 多 项 式 系 在 
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数值 分 析 中 记 起 的 不 容 忽 视 的 作用 ， 正 是 由 于 这 些 原因 ， 人 们 一 
直 希 望 能 够 建立 多 元 直 交 多 项 式 的 理论 ， 并 应 用 它 来 解决 多 元 数 
值 分 析 中 的 一 些 问题 。 遗 憾 的 是， 时 至 今日 所 得 结果 并 不 多 . 
Jackson 给 出 了 多 元 直 交 多 项 式 的 一 般 理 论 : Radon 首 先 利 用 多 元 
直 交 多 项 式 构 造 了 高 维 求 积 公式 . Mr $E Ж, Мысовских, 
Stroud 等 人 也 得 到 了 一 些 多 元 直 交 多 项 式 与 高 维 求 积 公式 之 间 关 
系 的 结果 .在 以 下 各 节 ， 分 别 予以 介绍 . 

设 R, 是 n 维 欧 氏 空间 中 的 区 域 .容易 证 明 ， 次 数 <4 的 元 单项 
式 的 个 数 是 NCn，4d) = (n+d)1/(n141)， 而 不 同 的 次 数 为 4 的 n 元 
单项 式 的 个 数 是 VGz- 1, d) =@+d- D1/G- Didi. SPER 
Жат О а - 1 的 4 元 多 项 式 , WJ 
有 下 述 定理 成 立 ， 

定理 12 对 于 给 定 的 R。 ЛИ ЖО (ал, An cy M), 恰好 
有 

n+d-1 
pia e R 


J, IW Gs tas m no Palis zo Qa G2] 


X dx dx,--dx, —0 
证 为 简单 计 ， 我 们 仅 就 2%=2，42=3 的 情形 证 明 上 述 结论 . 
一 般 情形 的 证 明 是 类 似 的 .我 们 将 指出 有 四 个 多 项 式 
Р =a + 4% + + а + алу + аз y! +28 
Pl =b + biz + бу + Бл + by + bo? + zty 
Ph? 00 + dio% duy + dash уху edu у? + xy 
Ро ew 4% + бу + еца? + 6,13 + бу? x 


与 全 体 0,0, Y Ж. 
ЉТ Руф ЖО Н, ДИЛЕМЕ У 1, z, y. ху, 
v, Y! HA ЖФА P ANDE ERARE EA 


Coo Cio Cor Czo Сб Coz) ( oo = Czo 
Cio Czo Ci Cao Ca Cizj | 0 | 一 Cu 


co би Co Cn Ciz Cos| | @ | | -ca 


Czo Cao Сб, Ca Car C22| | 0 7 Cso 
Cn Cu бу; Єз бщ = ац ба 
Coz Ciz Соз C22 Cis Ce loz = 62 


Жор соку) =f Woas dady. RNM s RER 
1 


方程 组 中 的 系数 矩阵 ， 下 面 的 定理 12 说 明 1,,, 是 满 秩 的 ,因此 上 述 
方程 组 有 唯一 解 ， 亦 即 P”* 存在 且 唯 一 . 

AE, MIRREN EAN AP, Ph, Po, 它们 的 
系数 矩阵 均 是 U... 证 毕 . 

定理 13 E h RRI. 

Ш 假设 这 个 矩阵 不 是 满 秩 的 ， 则 有 不 全 为 零 的 常数 oooy 
зо» Go аш, Cu 100203 hn 的 行 向 量 的 乘积 之 和 为 一 个 零 向 量 ， 
这 意味 着 ， 若 记 

Q;z,, t Oro% + ау + a, x: + a Xy + ay? 
bi 
f, W (x, y)Q.G, y) dxdy:-0 


Í, W (x, y) xQ, Gs, y) dxdy =0 
А W(x,y)yQ,G, y)dxdy —0 
2 
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人 eno cs уулду =0 

h 

Í, W (х, уу®уО,(®, y) dx dy =0 
2 


jJ, Wen» os dz dy=0 
2 


用 co。 乘 第 一 个 方程 ， 用 cie 乘 第 二 个 方程 ， 如 此 等 等 ,再 将 所 得 
结果 相 加 ， 得 到 
f, WD t0. co 144p -o 


然而 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 lasa 是 满 秩 的 . 
定理 14 Р, у) 是 一 个 任意 的 三 次 多 项 式 , 并 且 在 R, 上 
ЖТИ G, y) УО, у) Ж, WP.Q, y EP, Ph, 
po: up? 的 线性 组 合 . 
证 假定 . 
Р, =, + a, xy + a,,Xy° + aosy2 + a, | % 
+а@®у+а„у* yx si y o, 
与 全 体 Q, 直 交 ， 则 多 项 式 
P,-a,,P*9 -a P! a, Pi? -ag Ph 
是 次 数 三 2 的 多 项 式 0: . 若 @; 关 0， 则 依 线性 性 ，@ :与 自己 直 交 ， 
亦 即 


[re [Qi G, y) ]'dxdy —0 
但 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 8; 三 9， 并 因此 
P,—a,,P*? +0, P>! + a, Ph? ca, P” 
证 毕 . 
RPP”, P, РУР РЕМИ G, y) B VOR 
交 多 项 式 的 基底 . 
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关于 一 般 的 情形 的 结论 是 ， 对 于 给 定 的 R, 和 非 负 的 权 函 数 

WO, x, е, 5)， 有 确定 的 Y(C2- 1， 友 个 形 如 
P 02 ss 50, EE х, DA T 低 次 项 

的 4 次 多 项 式 与 所 有 的 次 数 和 2- 1 的 多 项 式 直 交 .上 面 的 Ne- 1, 
号 个 多 项 式 是 线性 无 关 的 ， 并 且 关 于 К, ЯУ (а, xo n, x08 
AU Uic d -1 的 多 项 式 直 交 的 任 一 4 次 多 项 式 可 以 用 它们 的 线 
性 组 合 表示 ， 因 此 它们 构成 关于 К, PMW G, Gy е, SOR dK 
直 交 多 项 式 的 基底 . 

上 式 中 ， 低 次 项 的 系数 可 以 通过 解 NCn,4-1)。N(n,d -1) 
阶 线性 方程 组 求 出 。 我 们 用 fws-: 表示 这 个 方程 组 的 系数 矩阵 ， 
Vai 是 对 称 的 且 包 含 全 体 单项 式 积分 


буе з ох) А [W (xs Xag … Kn) ist ex] 


* dx, dx, dx, 
0а, +а,+ a, 2d- 2 
类 似 于 证 明定 理 13， 可 以 证 明 lus-: 是 满 秩 的 ， 实 际 上 ls-: 还 

是 正定 的 .如 果 厂 G, VIERE), h wE EEK. PRE, 
令 

О,=а» + а„®+а,у + a, X° + ауу + ao y. 

а7 = (ав, Gios Gas Aros Giy Go) 
则 

[| We, DIOE, ууата 

2 


这 说 明 对 于 任意 的 4，1,,, 是 正定 的 . 
TER,E, W Go A, n, x) 过 0 不 是 直 交 多 项 式 基底 存在 与 
唯一 的 必要 条 件 ，lws-: 满 秩 是 基底 存在 与 唯一 的 充分 条 件 . 
чя, # Pn(*) 是 给 定 区 间 上 关于 非 负 权 与 全 体 Qui GD (次 
数 <m 一 1 的 多 项 式 ) 为 直 交 的 多 项 式 ， 则 P.G) 的 全 部 零点 是 实 
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的 ， 不 同 的 ， 且 在 给 定 区 间 的 内 部 .对 于 两 个 变量 的 情形 , 我 们 将 
论证 类 似 的 结果 . 
В Pa, у) 在 给 定 的 单 连通 区 域 上 关于 非 负 权 函 数 
Wo, VAER On G) 直 交 ， 又 设 在 实数 域 上 可 以 将 它 写成 
Р„(®,уу =P,, (х,у) Pu, Q5) "Р, (X,Y) (1.9) 
m-m menm, "mp =l, 2, =, k 
此 处 P, 的 系数 全 是 实 的 且 在 实数 域 中 是 不 可 约 的 . 
ха 15 s ОРЫ РР, G, у) =1, de 


证 ЕНИ — Pa 相 重合 了 , 例如 ， 
Pu。 =P,,, W 
0.-.=Р,„-.Р,„ 
Q. =P, P. Pa 
则 有 
Ji W (х,у) [Oni G, 5] мау f. W G, y) P,Q,_,dx dy 


=0 
上 式 中 的 错误 结论 说 明 ， 式 (1.9) 中 的 不 可 约 实 因子 是 互 不 相同 
的 . 
现在 证 明定 再 的 后 一 论断 ， 设 P。, =0 与 R, 的 内 部 无 交集 Ж 
RA UR 
Qammi P, (Pr Pa, )? 
由 PP 的 直 交 性 ， 有 


[, WEDO (y)dy =0 ало 
2 
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但 是 由 于 假设 P=0 与 R, 的 内 部 交集 为 空 集 ， 所 以 在 R。 上 Pase 
卫 。, 与 Pa 同时 变 号 ， 并 因此 Qui 在 R 上 保持 符号 ， 然而 这 是 
与 式 (1.10) 相 矛盾 的 .证 毕 . 


$5. 一 些 特殊 的 直 交 多 项 式 


在 这 一 节 ， 我 们 给 出 了 五 种 常见 区 域 上 的 直 交 多 项 式 ， 
1° C, 一 一 7 维 方 体 
ЖХ, 

-1<x<1 i=l, 2, +,” 


(+1, 土 1，…， 土 D) 是 C" 的 顶点 ! C: 是 一 个 正方 形 。 


2° S, — n! SIR 
定义 ， 
Xi+ X1+ — + 211 
5, 是 单位 图 . 
3” 了 7, 一 一 % 维 单纯 形 域 
定义 ， 


X, + X, bee %,<1 *,Z0 i=l, 2, + в 
了 ,是 三 角形 ，T。 是 四 面体 ; T, 的 顶点 是 
(0,0,*,0), (1,0,--,0), ++, (0,0, s031) 
4° Е —'lt expC- xi — x; — e 一 %) 的 整个 % 维 空间 
EX; 


—oo«X,« oo i=l, 2, +, n 
И (а, xo ot, Xa) mexpC- Xj- MT — 5%) 


5° E; BUR KC exp(-./ ана x2 BEA n HE 


一 co 一 和 < 一 oo #=1, 2, +, п 


Wu, ж, +, Xa) =exp(-./ tato tai) 
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以 下 就 上 述 五 种 特殊 的 区 域 开 列 一 些 直 交 多 项 式 ， 这 些 多 项 
式 曾 由 Appell #1 Катре de Fériet"? 研究 过 . 

1. % 维 方 体 域 C。. 直 交 多 项 式 的 基底 是 Legendre 多 项 式 的 
乘积 ， 亦 即 

Phot G ж, eu 1) = PuUOS) Po, (Xs) P, (8) 


此 处 P,, G) 是 区 间 [- 1,1] 上 的 wm 次 Legendre 多 项 式 (P。 (и) 
已 是 标准 化 的 了 7， 亦 即 它们 的 首 项 系数 都 是 DD 


2. n ERR S. ERLI HATKE A 的 直 交 多 项 式 的 基 
Ж. 


# 1.1 5S, 上 的 直 交 多 项 式 的 基底 
poor 


punire 


А 1 
$3,050 = x 2 
P X, "31 


pini yay, 


850-0 x 8 3 
P 1 VQ A 
ptio "30 = ix, — X, 
Xi Xs ay 3 


pini Sax, 


Poo nt 6 үз 


FEN NS 
n+6 ` nt 4)n +6) 


3 
роо у ER pun 


n+6 
P2300 „з 35 2 з 1 
Xi Xs 55 (x,* +x?) + DT 
ropes 1 
Pase Sy Sg aX. — PETRI 


Peruno у ү X, 
——————————————————— 
24 


dim, m, m, 是 非 负 整 数 ， 则 
Р.К G+ i+ cer - D" 
Jàm(o m, + m, + e „уук 7055, FEES. E 552 ИЧКИ 
项 式 直 交 .是 一 个 常数 ， 通 过 它 的 选择 可 将 Pa，.…,m, 标 准 化 . 
在 表 1.2， 对 于 n=2，m<<4 的 情形 , 开 列 了 这 些 多 项 式 ( 此 处 选择 

及 使 得 Pam 为 最 小 整 系数 的 多 项 式 ， 表 1.4 同 ). 


ж 1.2 5, Ей Appell 和 Kampe de Feriet 直 交 多 项 式 


Po,o=1 

Pi,o=% 

P,,,73313 + y*-1 

Рү,ү=ху 

P,,o7 5X8 + 3xy* - 3x 
Р,,:=3?у+у?-у 

Pas o= 35x* * 30x*y? - 3y* - 3033 – 6y3 +3 
Pas = 5х%у +3xy* – 3ху 

Ру, =5Х* + 18Х4%у%  5y* - 6x* - 6y* +1 


3, 4 维 单纯 形 域 T,. 1.36, RAH ТИЗ EE 
多 项 式 的 基底 . F m, bs e, m, 是 非 负 整数 ， 则 


Pss ELA =K; 1 X22 X, "a (1 — Z) 一 … 一 Mn)m] 


Bm 24 Гат 


тт, + ft, + … 十 h, 

Ж m kis, WHET, ЕЛ Bak 2 DUREE. K 是 任 
意 常 数 . 在 表 1.4, XT n=2, m«4 的 情形 ， 开 列 了 这 些 多 项 
式 . 
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表 1.3 了 .上 的 直 交 多 项 式 的 基底 


posso 
pies су р _ 1_ 
n+l 

2,0 0 = Ж 24. _ 2 — 

TUM £ Л уз "^ * Quizas 


131505**,0 = zn. TANE EMT 
Pu TMi Cn tO (п+2)(п +3) 


sos су з__9 ova 18 
Р р t риву“ 


= в 
(п + 3)(п + 4) (9 + 5) 


* my DG +5 ** 
2 I 2 x 
tmtm) (n+3)(n+4)(n+5) 
Pi uy as = $ (X xs + XiXs + Zi Xs) 
1 1 


(Xi+xy+Xxs)— 


tnt DFS @ + 3)(п + 4)(һ +5) 


# 1.4 T, 上 的 Appell fj Kampe de Feriet 直 交 多 项 式 


Poso=1 
Р,,,=2х+у-1 


P,, =6х% +6ху + у%-6х-2у+1 
Ру, ү = 3х% +%ху +3у%-4х-4у+1 
Ра, ,=20х® +30x1y + 12xy* +y? — 30x? - 24xy 一 3y* +12х+3у-1 
Р», ү = 10x? +36х%у + 27ху? + 4y? — 18x? — 36xy -9y* «9x + 6y- 1 
Pas = 70x5 + 140х%у + 90x*y* + 20xy* +у*- 140х* - 180х%у 

— 60xy* — 4y* + 90x? + 60xy + 6y* – 20x -4y +1 


91.408) 
Ру, ү = 35х* + 160х%у + 180х2у° + 64ху?  5y* — 80° — 240x*y 
= 144xy? — 16у? + 602° + 96xy + 18y? – 16%- 8y +1 
Pa, з= 15x! + 120x?y + 216x? y? + 120xy? + 15у! — 40x? – 216x* y 
bid — 40y? + 36%? + 108xy + 36у — 12х- 12y + 1 


4, E; т 3rexp( — а-а) nike]. EE 
多 项 式 的 基底 是 Hermite 多 项 式 的 乘积 ， 亦 即 
Рт com, LH, GU Hm (%,) (1.1) 
此 处 Hacu) 是 (- оо, оо) 上 UW G9) =ехр(- и‘) АЩ 
Hermite 直 交 多 项 式 ， 
Нь(и) =K, мохро) -Er " ехр(- -w) 


多 项 式 Рез сэ 也 可 被 写 为 


Kexp(xi+ ад+ ee t) -a 


sm. = с TM) 
m=, + mn, + cm, 
5、 五 一 一 带 权 函数 ezp(- х/т) 的 % 维 全 空 
间 . 31. 5 开 列 了 次 数 过 5 的 直 交 多 项 式 的 基底 . 它们 是 由 Stroud 
和 Secrest 给 出 的 . 


过 1.5 E; 上 的 直 交 多 项 式 的 基底 
рео еөз шү 
рине шу, 
pror окуз (n+1) 
pius уу, 
peser 2x, — 3m+ 3)X, 
Р3'1'0'*°0 = y 3  — (n + 3)2s 


prunis = zi Xy Xa 
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%1. 50%) 


peovssocyci-ene5)x,t4 mia (exte +?) 

+301 (n +3) n 7) 

2п+3 
priori = x xs — 30185): 
piani = xi2x t (t +5) (X1? + x,*) 
4 2 "RIY ay (2+1) Ot +3) (n +7) 

tra +Xs2 +++ + Nn эң ÁN*$ o 

Ра? 191909090 ly 25,8, _ (n + 5)Xs Xa 


191917190 »- 
P = XXX. 


Р5'07 "7702 y 5-100 7 )x,? +005 (xi rx b b x), 


+1501 + 3n + 5)(n +11) % 
2n 7 
patior oy aga — 600 7)z1 1x, 


— — (кї xp x x. 


+302 + 3)(п + 5)(2n +11 28 11). 
2п+7 


Реа? д = (п+ 7),* - 3(n  7)x325* 


+ zi Qu? x? 十， 十 Mn2)X1 


43(Q + 3) + 5)(2п+11) y 


perio = y *x xs - 3(n + 7) XX 
Рао zog 3 2 _ (n + 7)05 + х,% уж, 


ga taa? ++.) 


4 (O1 3) (п +5)(20+ 1) ys 
Рао lg fy xax, — (8+7) хахаха 
р1'1з1315130з3++ “0 e Xi Lakkaus 


一 -一 一 一 
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$6. Radon 的 七 点 五 次 求 积 公式 


在 以 下 三 节 中 ， 介 绍 平面 区 域 上 的 Radon 七 点 五 次 求 积 公 
式 . 
令 R, 表 平面 上 的 任意 有 界 区 域 ,又 设 权 函数 全 (x*，》) =1. 我 
们 将 证 明 ， 能 够 构造 Re 上 的 七 点 五 次 求 积 公式 (其 实 ， 对 任意 的 
权 鲨 数 匈 (%，》) 之 0 亦 是 如 此 ). 为 此 ， 需 要 寻找 R, 上 的 三 个 线性 
无 关 的 三 次 直 交 多 项 式 ， 它 们 有 七 个 不 同 的 公共 零点 ， 如 果 这 样 
的 多 项 式 找到 了 ， 进 一 步 容 易 证 明 ， 以 这 七 个 点 为 求 积 结 点 的 求 
积 公式 有 五 次 代数 精度 ， 至 今 ， 人 们 还 没有 找到 不 能 构造 七 点 五 
次 求 积 公 式 的 平面 有 界 区 域 尺 .在 这 一 节 ， 我 们 将 描述 七 点 五 次 
公式 的 特征 ( 见 定理 16). 
4 Рух, NA Pii(%*， 力 表示 真正 次 的 二 元 多 项 式 ， 而 
0,0, уж Qu G, PERKA ла. LE 
Р(х, у) =? + QF Qr, y) 
Phi, y) =xy* + Qin, y) 
| Ph! (n, y) exty + Qp'(z, y) 
Р(х, У) my * Q0, y) 
表示 R, 上 的 三 次 直 交 多 项 式 的 四 个 基底 (其 中 ОР, QP' Qm 
Q%"* 是 次 数 三 2 的 二 元 多 项 式 ) .我 们 定义 三 个 常数 : 


4=| [Ре рг — (рну dxdy 
x, 


а.12) 


в=[ [P30 pos _ рьлрв]дхду (1.13) 
R, 


c= CP Pr (Pi»)t] ахду 
R, 


司 时， 假定 R, 满 足 条 件 
A:+Bi+C>0 
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亦 即 ，R, 使 4，B，C 不 全 为 零 . 至 今 还 不 知道 是 否 有 二 维 区 域 使 
得 4=B=C=0. 

假定 需要 构造 一 个 平面 区 域 R. 上 的 五 次 求 积 公式 , 自然 要 问 ， 
至 少 需要 多 少 个 求 积 结 点 ? Mucoscrixiitli, TEA* + B'& C*x0 
的 约束 下 ， 为 了 得 到 一 个 五 次 求 积 公式 ， 结 点 个 数 七 是 不 能 再 减 
少 的 了 ， 我 们 不 可 能 用 六 个 结 点 构造 出 一 个 五 次 求 积 公式 ， 事 实 
上 ， 假 若 不 然 ， 设 求 积 公式 


f; Cfen y) dxdy=21C, fe ур 0.10 
2a m 


有 五 次 代数 精度 .显然 ， 它 的 结 点 户 = С, 70,71, 2, s6, 
不 能 同时 在 一 条 二 次 曲线 上 . z 

通过 式 (1.14) 中 任意 五 点 (假定 不 包含 点 ps) 作 一 条 二 次 曲线 
Кх, у) =0, ДЖА, (р) = 0. KBE, РКК, 求 积 公 式 
《1.14) 应 是 精确 的 ， 亦 即 


Í, Rix, y) dxdy = C,R1(pO 
2 


AM, NUC,0, k=1, 2, =, 6. 
4 KG, VER, 上 的 任意 三 次 直 交 多 项 式 ， 则 对 于 五 次 式 
КЕ, 求 积 公式 (1.14) 应 是 精确 的 ， 亦 即 


Í, KR,dxdy =C,K (P) R,(p.) 
à 


但 依 直 交 性 ， 上 式 左 端 的 积分 值 为 零 . 350,70, RP) 70, W 
К(р) =0, А=1, 2, =, 6, 这 说 明 R, 上 的 任意 三 次 直 交 多 项 式 
在 求 积 公式 (1.14) 的 求 积 结 点 处 的 值 为 零 ， 特 别 由 式 (1. 12) 给 出 
的 三 次 直 交 多 项 式 的 四 个 基底 亦 应 如 此 . 

现在 证 明 ， 式 (1.13) 中 4 的 值 为 去， 事实 上 ， 


4 =Í [рэку - рь y] dx dy 
x 


M 


=f, + Quay = айу Орау] dndy 


=f, Loo - ОР у]4хйу 


但 是 Qp° 5j Qi" 为 次 数 <2 的 二 元 多 项 式 ， 故 依 假 设 知 最 后 的 积 
分 的 精确 值 为 

Az SC IQP Go YARA- Qi Gu yox] 

41.15) 

又 因为 由 式 (1.12) 确 定 的 四 个 直 交 多 项 式 在 求 积 结 点 处 的 值 为 
零 ， 所 以 

QGuy)m-5 Ф, y) = - ly, 
从 而 ， 依 式 (1.15)，4=0. 同 理 可 得 有 =C=0 而 这 与 A Be 
C? 关 0 矛盾 .上 述 论证 说 明 不 可 能 用 六 个 点 构造 出 R, 上 的 五 次 求 
积 公式 ， 亦 即 为 了 构造 一 个 R, 上 的 五 次 求 积 公 式 至 少 需 要 七 个 
求 积 结 点 . 

定理 16 ERFAR 


f, re, ax dy mA fes уд (1.16) 


有 五 次 代数 精度 ， 则 有 三 个 三 次 多 项 式 


Р(х,у) P405) Р(х,у) 0.17) 
满足 以 条件 


бу 有 三 个 一 次 多 项 式 Obr HERAUS фа 
Q, imas buy + ci i=l, 2, 3 
使 得 
Qu P. i + Qi Ps, + Qi, Ps, =0 (1.18) 
证 先 证 明 GD 和 (ii). 显 然 七 个 点 P = Ой, yi) =l, 2, 7,7) 
不 能 在 同一 条 二 次 曲线 C: (z, у) =0 上 ， 因 为 否则 将 有 


INCOLE 


RWA Yi, AYE, ++, YP) (oa B2) 为 行 向 量 的 矩阵 
的 秩 数 是 6. 依 下 面 的 定理 27( 见 37)、 满 足 条 件 (i) 和 (ii) 的 多 项 式 
P, (уу 621,2, 3) 是 存在 的 . 

现在 证 明 (iii) 因 为 七 个 求 积 结 点 不 能 在 同一 条 二 次 曲线 上 ， 
自然 其 中 任意 五 个 点 不 在 一 条 直线 上 .现在 证 明 ， 在 七 个 求 积 结 
点 中 ,一 定 有 六 个 点 不 在 一 条 二 次 曲线 上 . BERR WP = Gn, 
iDG=1，2，…，7) 中 任意 六 个 点 均 在 一 条 二 次 曲线 上 . 特别 ， 
р; Po Ds p:，p:，…p? 将 在 两 条 不 同 的 二 次 曲线 C=0 与 
Qs 二 0 上 .由 于 它们 有 五 个 公共 点 , 故 依 定理 2 0,2050, 
0 有 一 公共 支 ， 又 由 于 这 部 分 含有 五 个 点 ， 所 以 它 不 可 是 一 条 直 
线 ， 从 而 Qu. 与 Qui 必然 重合 , 亦 即 求 积 公式 (1.16) 中 的 七 个 结 
点 在 一 条 二 次 曲线 上 .了 矛盾. 

不 妨 假定 p，p:，…，pe 不 在 一 条 二 次 曲线 上 , 过 p; 引 一 不 过 
点 pl，pz，…，pe 的 直线 ， 并 在 该 直线 上 取 三 个 不 同 于 p 的 点 py 
pe，p:， 则 如 我 们 在 定理 4 中 曾 证 明 的 情形 一 样 ， pi，p:，…， 
pi 不 同 在 任 一 条 三 次 曲线 8 =0 上 ， 亦 即 线性 方程 组 

0 + 4% + Go) Vi + 4 + GX Yi + des у} + ад 
+ айу + 4% у + азуу 
i=l, 2, =, 10 
的 系数 年 阵 是 满 秩 的 . 因此 ， 我 们 能 够 找到 三 个 三 次 多 项 式 
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Рк, у), P;,@,y), Рух, у), EE 
0 228 
Р; (ауд Í en 


0 1+9 
E ibo 


š 0 110 
Pi») Í 1. 19 

由 于 求 积 公 式 (1. 16) 是 五 次 的 求 积 公式 ， 并 且 pi，pz，…， 
Pr 是 P34，P3s，P3: 的 公共 零点 ， 所 以 PsiCi =1，2，3) 中 的 任 一 
个 均 与 次 数 三 2 WEAR, VEX. БЖ, Pia Pis P;, JE: 
REER, F EB Ë BJ DL pi =G, y)G=1, 2, =, 7) 为 
Ж 24240,09, У) ЖР, Py, Pis 的 线性 组 合 . 因此 只 
RET 4 bp G 71,2, , 7) Ж ALI SCR A PEG ORI л. 
由 GD 和 (ii) 知 P, G, у) G-1, 2, 3) 是 这 样 的 多 项 式 ， 故 以 
PiGz=1，2，…，7) 为 零点 的 任意 三 次 多 项 式 一 定 是 Ps =1, 
2，3) 的 线性 组 合 . 

最 后 证 明 (iv)， 如 我 们 在 定理 4 的 证 明 中 的 情形 一 样 ， 可 以 
找到 点 pl，pla，…，pis 使 得 pi，p:，…，pis 不 在 任 一 条 四 次 曲 
线 上 . 式 (1.18) 的 左 端 是 一 个 四 次 多 项 式 C,， 而 po р» рт Ж 
它 的 零点 .因为 py，p:，…pis 不 在 一 条 四 次 曲线 上 ， 所 以 若 能 找 
Җа, b, c, =1，2，3) 使 得 

Q,Gu y) =0 j=8, 9, =, 15 
RICAEILCAET AI. АН, ГАТАР ЖАЛ 个 广 
程 的 齐 线性 方 各 组 ， 习 知 ， 这 样 的 方程 组 总 有 非 Y Ñ M 从 而 


0..0 =1, 2, ЭЖЕ. 又 因为 车 它们 之 中 有 两 个 恒 等 于 零 ， 
将 导 至 第 三 个 亦 恒 等 于 零 ， 所 以 至 少 有 两 个 不 恒 为 零 .证 毕 . 
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$87. 七 点 五 次 求 积 公式 的 构造 方法 

本 节 ， 我 们 将 致力 于 建立 定理 16 甬 道 定理 ， 这 部 分 由 七 个 定 
理 组 成 ， 它 们 的 结论 说 明 ， 对 于 - 般 的 二 维 区 域 ， 均 可 构造 七 点 
五 次 求 积 公 式 ， 

首先 介绍 如 何 构 造 三 个 线性 无 关 的 直 交 多 项 式 P,,; G —1,2, 
3)， 使 得 它们 满足 

ФР + ОР, + Qi, P, == 0 (1.19) 

其 次 将 指出 Ps,: 有 七 个 公共 零点 ， ld 则 
它们 可 以 用 来 作 五 次 求 积 公式 


[бузак dy =B уау) G.20 
2 xe, 


的 求 积 结 点 
定理 17 如 果 式 (1.13) 中 的 A, B, C 不 全 为 零 ， 则 可 以 找 
到 三 个 织 性 天 关 的 直 交 多 项 式 Pu Ci =1，2，3)， CMER 


BPFE 
Ш 我 们 先 证 明 可 以 找到 三 次 直 交 多 项 式 Pail =1, 23), 
它们 满足 条 件 
ZP, +yPs,s=P,,s (1.21) 


事实 上 ， 任 意 的 三 次 直 交 多 项 式 Ps, ,与 P,,, 均 能 以 三 次 直 交 多 项 
式 基 底线 性 表示 ， 亦 即 
Ps, =a, P> +a, P^! + a, PH? gu pos 
P, =Ba P? + Ba P>! + B, Pt + B. pos 
ВОКА. 21), WOGRzP,, + yP,,, 是 三 次 多 项 式 ， 所 以 四 次 项 必然 
消失 ， 因 此 
аз = Вз —0, а= — В, G= — B, Qos =- Bia 


从 而 Poni 和 P,,, 变 成 
34 


P,,, =аР°%!+ BP + y po 

PV -аР? о - ВР?! -yP» 
以 下 我 们 确定 cy8 和 ? БХР, + yP,,, 为 一 三 次 直 交 多 项 式 . 

因为 Ps 与 Ps,; 为 三 次 直 交 多 项 式 ， MA EPs t YP 与 全 
体 @, 直 交 ， 故 我 们 只 需 选 择 c，8，? 使 得 
аР, Pa 一 CO 一 Po + 8GP'!*t — ур") 
+у(хР* – ур!" 

А, ху, y! 直 交 就 可 以 了 .这 导 至 方程 组 

I АВ + Ву=0 


(1.22) 


- Аа + Су=0 (1.23) 
- Ba- СВ =0 
若 4，B，C 不 全 为 零 ， 则 方程 组 (1. 23) 的 系数 矩阵 的 秩 数 为 2 ， 
因此 除了 差 一 常数 因子 外 ， 方 程 组 (1. 23) 有 了 唯一 的 不 全 为 零 的 解 
a, B, y, HREP SP REER. | 
现在 考虑 两 种 情形 ， 
(а) P,s,=xP,, + yP,,, 与 Ps 和 Ps,: 是 线性 无 关 的 
(0) Pors 是 Ps,1 与 Pon 的 线性 组 合 : 
P, =MP, + МР,,, (1.24) 
在 情形 (4)， 我 们 找到 了 三 个 线性 无 关 的 多 项 式 ， 它 们 满足 式 
〈1.21)， 是 式 (1.19) 型 的 恒等式 ， 在 情形 (0, RR (1.20 和 
(1.24)， 得 到 


(X-A) Pasi t (Y-M) Ps, =0 (1.25) 
通过 变换 + 一 和 r y =, (1.25) % 
&Р,„+УР,,,=0 (1.26) 


《注意 ， 为 简单 计 ， 我 们 仍 使 用 原来 的 符号 表示 自 变量 与 直 交 多 
项 式 ). 因此 ， 在 情形 (2) ， 我 们 只 找到 了 两 个 线性 无 关 的 直 交 多 
项 式 . 若 将 Ps, 取 为 任意 的 与 Ps,!，P;,: 线 性 无 关 的 三 次 直 交 多 项 
式 ， 并 取 04,s 二 0， 则 仍 可 将 式 (1.26) 看 成 是 式 (1. 19) 型 的 恒 等 
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A. 
现在 ， 我 们 转向 研究 上 述 的 Ps,s. 为 此 ， 有 关 Ps 与 Ps: 的 
一 些 性 质 是 我 们 所 需要 的 .在 情形 (2)， 式 (1. 26) 成 立 ， 因 此 
P, =yP, Py,— - XP, (1.27) 
其 中 ,是 二 次 多 项 式 . 我 们 指出 ，P, 与 所 有 的 在 原点 取 零 值 的 三 
次 多 项 式 0, EEX. PEE, BE Qs =%0s,1+ 01: WA 
《1.27) 及 Ps, 与 Ps,s 的 直 交 性 


Раду] P. са, + 90, ddrdy 
2 2 
=, C PaO + P,.,Q D drdy=0 
2 


顺便 指出 ， 由 上 述 结论 还 可 以 推 知 P.(Q 00. RE 
了 :(0，0) =0， 则 P, 将 是 与 自己 直 交 , 并 因此 Р, =0 但 是 已 =0 
将 导 至 错误 的 结论 P,,=0, P,,=0. 

其 次 ， 我 们 证 明 ， 在 情形 (8) 所 有 的 三 次 直 交 多 项 式 在 原 点 
的 值 为 零 . W P,G, y) 是 任意 的 三 次 直 交 多 项 式 ， 则 Ps(x，7) 
-三 (0，0) 为 三 次 多 项 式 ， 并 且 它 在 原点 的 值 为 零 . 由 此 


f; [P,G5 у) - P, (0, 0)] P.dxdy =0 
2 


P,0,0) | Pidrdy=0 
2 


又 因为 
h, xPulsdy —0, |; yP.,dxdy=0, 


Í p“ Pidxdy=0, js xyP,dxdy=0, 
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| у? P,dxdy =0 

5 

所 以 若 

Í P.dxdy —0 
n 


将 推出 P, 与 自己 直 交 ， 而 这 在 前 面 已 说 明 是 不 可 能 的 ， 因 此 一 
定 是 P.Q, 0) =0 

ФР; 是 任意 的 三 次 直 交 多 项 式 ， 它 与 Ps 和 Ps, 是 线性 无 
关 的 . 依 式 (1.27) 

P; i =Y (loo + pé 7) Ps,s= — %(4 + AX) 
其 中 а@„=Р,(0, 0)#0. 我们 可 以 从 Р; PREP F Pon HR 
性 组 合 ， 使 得 

P, =P; - (aPs + Par) 

Ж, УД. BR Pans Pos Р. УР, Рә РЖ 
相同 的 公共 零点 . 

综 上 所 述 ，Ps,s 可 以 取 成 不 含 %*，》 一 次 项 的 任意 的 三 次 直 交 
多 项 式 . 这 样 的 多 项 式 不 可 能 是 Pon 和 Py. 的 线 性 组 合 ， 我们 
记 

Pyrs =a P?” +a, P?” + aq, Ph? e as Ph 

由 于 一 次 项 xs 和 ?的 系数 为 零 ， 我 们 为 6 加 上 两 个 限制 ， 因 此 ， 存 
在 着 直 交 多 项 式 P,,: 的 两 个 参 变量 族 , 它 是 与 Ps,, 和 Ps,, 线性 无 关 
的 . 因此， 在 情形 (5)P;,s 不 是 唯一 的 .证 毕 . 

在 考虑 了 s,!,，Ps,, 和 Ps, 的 公共 零点 之 前 ， 我 们 先 建立 两 个 
辅助 结果 . 

定理 18 车 多 项 式 Pas РР», 满足 关系 

QisPani + Qi P; + Qi, P;,,==0 (1.28) 
系 在 情形 G0 与 式 (1.217 相 重合 ， 而 在 情形 O 与 式 0,26) Ж 
了 7 


重合 
”证 我 们 给 出 对 于 情形 C0) 的 证 明 ， 关 于 情形 (5) 的 证 明 是 类 
似 的 . 方程 (1. 28) 可 写成 
ACA Pasy + & Ps, + GsPs,s) + YO Ps, + b,P,,, + DP.) 
+ (Рз, + c; P;,, + c Pu) =0 
但 是 满足 式 (1.21) 的 P,,; 是 唯一 的 ， 因 此 
Pa, +a,P,,, +a P, a =aP;,, 
biPs, + bPs,s +b,P,,,=aP;,, 
CPs, + cPs,s+ e P; = Py. 
Hepato AAP Pan PERERA, MAUER 
а =a 4,—0 q ,=0 
b,=0 b,—a b,—0 
e,—0 €,—0 6 =-a 
证 毕 . 

定理 19 多 项 式 P.G =1，2，3) 无 公 因子 . 

证 首先 指出 ，Ps,(i 二 1，2，3) 无 二 次 的 公 因子 P, . 假定 
P,,=P,P,, G =1, 2, 3), 由 于 Ps,: 是 线性 无 关 的 , 故 有 常数 c1， 
cs 和 cs 使 得 

aP, +P, + csP,s =1 
RERU Po 得 到 
GPs Psi csP,,s P, 


而 这 意味 着 
Í [P,(x,y)]1dzdy=o0 
Ry 


HFE. 

现在 ， 我 们 证 明 Ps,: 无 一 次 公 因 子 . 首先 考虑 情形 (4) ， 假 定 
Py zPQPQG 2, 3), НФР, ЖаН. Ho (1.21) 
有 
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xP,,+yP,,=P.,s 
АР, + YP,,s 中 的 三 次 项 消失 了 .因此 
Py =у(а®+ by) + Pj, 
Р» = -x (ax + by) + Pia (1.29) 
Pas =P t УР, 
由 上 式 得 
PiaPan — PriP,,s= (ах + by) Pass 
乘 上 述 方程 以 P,, 得 到 
РР. 7 Pr,P,,,= (ах + by) Poss 
依 式 (1. 21) 的 唯一 性 ， 应 有 Рі, =ах, Pi,—-ay, 而 这 意味 着 
P, =0 及 P,,s 三 90， 然而 这 是 不 可 能 的 . 
现在 考虑 情形 (8). UEP; = 已 P:, =1，2，3) 则 Pa = 
PPY, P;,=-P,P,,x, P, =P, P;1. 我 们 指出 ，P:(0，0) 
#00 ЖР,=Р,Р,,), WIEP, C0, 0) +0. 又 因为 P,,,(0, 0) 
=0， 所 以 一 定 有 已: O, 0) =0. 故 已 ;可 写成 Pi=xP;,+yP;, 
因此 
PjPy,7 PiP s =P aP, Pin, Y+ РгР,Р,„,® 
=P, P,,,G Pl + YP) 
=P,,,P,,, 
依 式 (1, 26) ЊЕ —, Р,,,=0, ЖР. Е. 
证 在 情形 (2， 公 共 零 点 是 原点 及 曲线 PL 0RIP.S.-0 0 
六 个 交点 ， 此 处 了 ,是 式 (1.27) 中 的 多 项 式 . 
在 情形 (4)， 依 式 (1.21)，P,,! 和 Ps,: 的 零点 显然 也 是 Ps,s 的 
零点 ， 依 定理 19 及 Bezout 定理 ， 曲 线 
P, = уба + Bxy + уу?) + а, a xy +++ + Gu =0 
Pn = – х(ах? + Bxy + yy?) + but + Ь,,ху+ +++ + baa 0 


有 九 个 交点 . 但 是 ， 容 易 看 出 ， 在 射影 坐标 系 内 ， 九 个 点 中 有 两 
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个 点 是 无 穷 远 点 .证 毕 . 

令 pi= (0, у) С =1, 2, +, DEP Pon MPa 的 七 个 
公共 零点 .如 果 这 七 个 点 是 不 同 的 ,我 们 将 证 明 ， 它 们 可 以 用 来 作 
为 Re 上 的 五 次 求 积 公 式 的 求 积 结 点 . d: pi 都 是 实 的 ， 则 求 积 公式 
中 的 七 个 求 积 系数 也 将 都 是 实数 . 如果 在 Ps(Gz =1, 2, 9 的 七 
个 公共 零点 中 有 复 的 ， 但 是 只 要 它们 互 不 相同 ， 并 且 允 许 求 积 公 
式 的 结 点 与 系数 是 复 的 ， 则 仍然 可 以 得 到 七 点 五 次 求 积 公式 . 为 
证 明 这 个 结论 ， 先 证 明 以 下 两 个 定理 . 

定理 21 Psi 的 公共 零点 p，P:，……，P: 不 能 存 同 一 条 二 次 

m k. 
_ Ë BupG-L o 7) 在 二 次 曲线 P,=0 上 ， 先 假定 
卫 , 是 不 可 约 的 ， 依 定理 2 ， 在 情形 (а) P, 是 Ps,; 的 公共 支 ， 依 定 
理 19 这 是 不 可 能 的 .在 情形 (已 ， 曲 线 P, = 0 与 瓦 =0 有 六 个 公共 
零点 ， 再 依 定理 2 ， 它 们 应 重合 . 但 Р,(0, 0+0, HP, (0, 0) 
7:0. 然而 这 也 是 不 可 能 的 . 

假定 P=Pi,,Pi,,， MJ P,,,=0 5 Pi,,=0 两 条 直线 中 至 少 
有 一 个 含有 po Pa 5 р, 中 的 四 个 点 . 依 定理 2 这 条 直线 是 
Ps，Ps 与 Ps 的 公共 支 ， 但是， 依 定理 12 这 是 不 可 能 的 .证 
tE. 


0.=0,.Р MOS Ру» + QusPss a. 30) 
WE Вур, р, ~, р ЖЕ Е, 因此 可 以 找 
到 十 四 个 点 ps，pe，…，pzi， 使 得 pl，p:，…，p2 不 在 一 条 五 次 
曲线 上 . 式 (1. 30)? 两 边 都 是 五 次 多 项 式 ， 它 们 在 点 pl，p:，…，p) 
相合 (其 值 为 零 )、 为 使 式 (1.30) 中 的 二 个 五 次 多 项 式 恒 等 ， 只 需 
它们 在 点 ps，ps，…，p:: 的 值 相 合 就 可 以 了 ， 这 有 导 至 一 个 十 八 个 
未 知 数 (它们 是 .82,i 的 系数 )， 十 四 个 方程 的 线 代 数 方 程 组 . 
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为 了 说 明 上 述 方程 组 的 可 解 性 ， 我 们 考虑 相应 的 齐 方程 组 ， 
ТОКО, О. Оз, tE 
О.Р, + 03Р, + Q. Ps =0 (1.31) 
在 情形 (4)， 方 程 (1.31) 成 为 
(Quit xQ.) Ps + Quit 05) Po =0 
ЖР», Psi AdExX, BPVA— EU 
Qua + XQ. = -UP =u% (ax? + Bxy yy") 


* (Qi? + ВОР! + уб?) (1.32) 
Qui + yQ; I| =uP,,, —ny(ax! + Bxy + уу?) 
+и(а0р! + В0р°*+у0>%)у (1.33) 


Жал ЕАР 3k. 比较 式 (1.32)，(1. 33) 两 端 三 次 项 系数 ， 得 到 
Qus = (ах  Bxy + үу?) + ax + bye c 
进一步 ， 由 式 (1.32)，(1.33) 可 以 解 出 Qs 与 ,2. 从 而 ， 求 得 了 
式 (1.31) 的 一 般 解 ， 它 依赖 于 四 个 常数 <:， b, c, р. 这 意味 着 齐 
方程 组 矩阵 的 秩 数 是 十 四 ， 从 而 非 奇 方程 组 总 是 可 解 的 ,因此 在 
TOL Са) Wi LK 01.30) 00,1, Qus. Quid TEE B. 
在 情形 (5)， 依 式 (1.27)， 方 程 (1. 31) 变 成 
(Qi, — XQ2,1) P, + Q,,sPs, =0 
由 于 Ps 与 Ps,s 无 公共 支 ， 故 
Qus—hP, — Qni -X02+hPs,s=0 (1.34) 
此 处 上 为 不 等 于 零 的 常数 . 由 于 了 Ps: 在 原点 的 值 为 零 ， 所 以 Ps= 
Qi. -5Q,,. 再 依 式 (1.34)， 得 到 
X(Q, * Qu) —z(Q,,, + 10.) =0 
从 而 
Qi +Q, (ax + by +c) 
Qi +005 =убах + by + с) 
并 且 式 (1. 31) 的 一 般 解 是 
О, = -—н@ь,,+ x(Gx + by + e) 
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Qi = - 10,,5+ У(ах + by + c) 
Q, | =uP, 
它们 依赖 四 个 任意 常数 6:，8，c，k. 综 上 所 述 ， 可 以 断定 ,在 情形 
(5)， 式 (1.31D)《 从 而 式 (1.30)) 是 可 解 的 .证 毕 . 
现在 ， 我 们 能 够 证 明 下 面 的 
定理 28 若 PuiG=1 2, 3) 的 七 个 公共 零点 是 不 同 的 ， 则 
这 些 零点 可 以 作为 五 次 求 积 公式 


证 ”我们 能 够 找到 点 ps，po，…，pz， 使 得 pi，ps，…，pa 
不 在 一 条 五 次 曲线 上 .因此 ， 通 过 解 二 十 一 阶 线性 方程 组 ,我 们 能 
够 找到 B, В, s B, 使 得 


Í. Q; (x,y) dxdy= 2550.0») (1.35) 
1 e 


ЖЕН В, = B, =B, =0. 

首先 考虑 Bs. 因为 pi， Po oc Pz 不 在 一 条 五 次 曲线 上 , 我 
们 可 以 找到 满足 下 列 条 件 的 Cu: 

_—( 0 1+8 
Q G5, yi) =Í {с (1,36) 
由 于 8; 在 点 pi， Pos се, pz 处 的 值 为 零 ， 依 定理 22 有 Q, Qu» 
Q, | EI 
0,=0,.Рз.+0,Р,,.+0,.3Рзз 

从 而 


j: 0.0, у)йкйу= | (Qxya Pii + Q; Ps: + Os,sPs,s) dxdy 
2 2 
=0 
由 于 式 (1.35) 对 于 Q, 是 精确 的 ， 依 式 (1. 36) 得 到 
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NACL 
BJ B,—-B,—--B4-0. 证 毕 . 
$8. 关于 区 域 的 讨论 
显然 ， 在 利用 二 元 直 交 多 项 式 理论 构造 七 点 五 次 求 积 公式 
f „ feeds dy ex КОКУ 


的 过 程 中 ， 区 域 R: 所 应 满足 的 条 件 生 + В? + C*- 0 OEAEA, В, С 
由 式 (1.13) 决 定 ) 起 着 决定 性 作用 . 在 Radon 的 工作 中 ， 曾 指出 ， 
当 区 域 R, 为 轴 对 称 时 ， 满 足 上 述 条件 . 下 面 证 明 ， 当 К, A D 
对 称 区 域 时 ， 亦 满足 上 述 条 件 . 


证 反 证 法 . 设 4=B=C=0. 不 难看 出 , 此 时 R,( 无 论 是 否 
中 心 对称 区 域 ) 上 的 基本 直 交 多 项 式 与 Y，? 的 线性 组 合 
Poty- рі; рэ; Pbzy (1.37) 


与 全 体 二 次 多 项 式 直 交 . 
当 Rs 为 中 心 对 称 区 域 时 ， 基 本 的 直 交 多 项 式 为 


Ps = эй +1 (ишу Ваа) + À (Bulo = Balai) 
Pt =32y + A ulta — Koh) X HOS 7 Ва) Y 
Р =ку? + 1 tulis оаа) х+ ens — ata Y 


P= уб КОТ 7 Воз) X 3 (iss 7 Кошо) У 


此 处 
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wif x*"yldxdy — a,8—0, 1, 2, + 
as 


IAE a + B рН, нар 05 A= hako- Bh. 
上 述 公 式 也 可 简 记 为 
Piim tiyay i=0,1,2,3 
由 此 ， 可 以 得 到 式 (1. 37) 的 表达 式 为 
Py- phiyxz — 4022 + (а = bO»)xya 0% yt 
p» Ms Р!у=а%®% + (5e -aO)xy- bo у? 
可 见 ， 它 们 都 是 二 次 多 项 式 . 由 于 要 求 它们 与 全 体 二 次 多 项 式 直 
交 、 所 以 它们 的 系数 一 定 全 部 为 零 . 特别 ，xy 项 的 系数 应 为 零 ， 
亦 即 ao Pk; bo =0, bo - ac =. 此 二 式 又 可 以 写成 
Шоо — Шо = 0 Haokos — Boat = 0 
由 此 ， 又 得 到 
Rata — Ва —0 
然而 ， 这 是 不 可 能 的 、 
对 于 一 些 比较 常见 的 区 域 ， 很 容易 构造 七 点 五 次 求 积 公式 . 
下 面 举 几 个 例子 . 
1. ЖК, ж ИК, x—0, y20, z+y<1. WIR, Ef 
基本 直 交 多 项 式 为 


Pwer- 92.3 х -i 
7 7 35 


Р y- igt 2 ll xi 
2-7% C17 + yr У 408 


Ph? = Phx, y) Р = Р%"%(у, х) 
计算 式 (1.13) 中 的 积分 ， 得 到 


A=C=-——8 B=— 8 
8:5-7-7] 3:5:7:71 


WRA + В+ C^» 0. 解 方程 组 (1.23)， 可 得 其 解 之 一 为 <=B=y 
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=1. 因此 ， 依 式 (1.22) 得 


Ры=гу+ xy ty- 19 - 8 ay 10у 
7 7 7 
E NE: 
uiu EET 
P, = -2y ху — x° + Lye fay 
10 1 4 1 
-L,-2$..l 
T? 2 


再 依 式 (1. 2) fü 
了 =zP,,, + yP,,, 
= -ie * Zay- Pay ey pe 
1 


-777a д? 


-40- х) [30у xy 22) -6xy - 3(y+ z) +1] 


因为 Pos PÆPo УР. GO, ВТ НР (а). 

我 们 将 不 写 出 PiG =1，2，3) 的 公共 零点 的 仔细 计算 .只 需 
注意 ， 由 方程 组 Ps, =0 与 Ps,s =0 知 结 点 分 布 在 直线 》=* 上 .这 
将 问题 转化 为 解 三 次 的 代数 方程 .余下 的 四 个 结 点 由 方程 组 
P, t Ps。 :=(0 与 Ps=0 求 得 .这 又 将 问题 归 解 为 求解 二 次 宕 的 代 
数 方程 组 ， 现 在 ， 我 们 将 七 点 五 次 的 求 积 公式 的 结 点 与 系数 开 列 
TTŽ: 


nep qon pi 


1 b- -2/156 + 156 1592/7136 -vi 35 
a з | 2 21 | 21 21 LI 
C 9 155 + v15 | 155- = 
80 2400 | 2400 
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2. 设 R, 为 轴 对 称 的 区 域 . ER, R 亦 是 中 心 对 称 区 域 ， 并 
HEA + B+ C?s0. 三 次 的 基本 直 交 多 项 式 同 定理 24 中 的 PP ， 
Pb?，P21，P03，、 但 是 ， 由 于 只 要 ;和 4 中 有 一 个 是 奇数 时 就 有 
kis 二 0， 所 以 


Pao — xš Рао ç p maiy- d y 
Hoo Hzo 

Ph? =xyt— Hio pos-y E 
Hao Hoz 


另外 ， 此 时 还 不 难 算出 
A= Аз (иш = Шы) B=0 


Bao; 
С= Tn (и.о — Kaoltos) 
作为 (1.23) 的 解 ， 我 们 取 
Q=hzobos — Шо, B=0, У Иог 7 ИИ (1. 38) 
依 式 (1.22) 有 
Pan =y Pan = -zQ 
其 中 
Q =ax +уу -ô 
4 与 ?由 式 (1.38) 给 H, Oh 7 2570. 因为 *Ps, + yP,,,=0 
故此 时 为 情形 C2)， 


为 了 求 出 Pss， 考 虑 基本 直 交 多 项 式 的 线性 组 合 
P,,=b (= - дае z)+ sx» - аА ») 


20 
* (ву) sv - n y) 


A CHI ЕЗ эл AE, AA 


bP у H22 =0 b, Ёт 1 Ша =0 
Dar Uo MS бра йй 
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AM, RIE b 80, H b, ЯП, 代入 了 s,s 的 表达 式 ， 得 到 


$ 
Puch? - Hio ку? +h (a BENZ" °) 
353 50 lis У jt ^e» Ша » 


车 再 引进 两 个 新 的 参量 入 和 上 ， 则 上 式 也 可 以 写成 
Py mA SIR — паску?) Bu y — uas y?) 

不 难看 出 ， 齐 次 多 项 式 Ps: 可 分 解 为 三 个 不 同 的 、 实 的 、 一 
次 宪 多 项 式 的 乘积 ， 因 此 曲线 P..—0 由 三 条 通过 原点 的 直线 组 
JR. 若 ks 0， 这 只 需 验证 三 次 多 项 式 

PGD =N Chaz — iust?) +H Chost — Haat’) 
有 三 个 不 同 的 实 根 ， 而 这 可 以 由 以 下 事实 推 知 : 
sign Р( - оо) =signk 


»( 5 J ta )= -pl |8 д 
Шо Ша Bao 


22 xol Haz 
xe е 
signP(*co)—- signu 
зщ р=0 时 ， 结 论 是 显然 的 . . 
现在 ， 我 们 证 明 ， 适 当地 选择 X 和 如， 则 P,,=0 与 二 次 曲线 
@=ax:+y%-6=0 有 六 个 实 的 交点 . d; 070, y20, WJ Q=0 J 
椭圆 ， 从 而 ,对 于 任意 的 不 同时 为 零 的 参数 各， 结论 是 正确 的 
当 c 与 ?中 至 少 有 一 个 是 正 的 时 (例如 ，c>0)， 取 X=0，&=1， 则 


Puso NFI Myss x， 它们 与 曲线 =0 有 六 个 


不 同 的 实 的 交点 : 
Gee) Gm nM) 
v0, WUR X=1, 有 =0， 也 可 以 求 得 六 个 实 的 交点 . 
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ФЕ, ЖН нут, HA 0=0 ЫЛ Ze y-2, WR 


EII AE НИИ, WARR Р, 二 0 有 六 个 实 的 不 同 的 交点 . 
取 和 =0，K=1， 方 程 Pss=0 确 定 了 三 条 直线 ?=0， 


у= + 33%. 求 积 公式 的 六 个 结 点 为 加 + < 之 的 内 接 正六 


边 形 的 顶点 (其 中 有 两 个 结 点 位 在 * 轴 上 )， 而 第 七 个 结 点 是 坐标 
原点 .下 表 开 询 了 求 积 公式 的 结 点 与 系数 : 


| I 
| | 7% | vs 
| | | B 
| 1 1 | -1 -1 
° 0 A. | -1 三 业 шт. 
» | | vivi"? HE 
М | 2 | 2 
x x 
c | Ж. | 3 


ФК, -1«x, усі. MRO ORBI IA e + у= 
15. PARA =0, K= 的 情形 开 列 了 求 积 公式 的 结 点 与 系数 ， 


$9. 求 积 公式 与 直 交 多 项 式 


对 于 通常 的 定 积分 ， 下 面 的 定理 说 明了 求 积 公 式 与 直 交 多 项 
式 的 关系 . 
定理 25 令 (c， 刀 表 数 轴 上 的 有 限 或 无 限 的 区 间 , W (л) 是 
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(a, b) Eh AE RER. са ө nie 


ET N- 1 时 ， gor PNIS ET 
<N - 1 时 ， 定 理 的 证 明 类 似 于 =N -1 时 的 证 明 . 当 &=N-1 时 ， 
上 述 求 积 公 式 中 的 所 与 4iG 二 1，2，…，N) 是 唯一 确定 的 ， 并 且 
# (х):>0(®Є (а, b) EE T Ali; G —1, 2, --, MERR, AE 
(а, b EVI OR ARRAS G —1, 2, +, МИЕЊЕ. 

在 这 一 节 ， 我 们 试图 将 定理 25 的 结论 推广 到 多 元 函数 积分 的 
情形 ， 假 如 已 知 一 直 交 多 项 式 集 和 它们 的 公共 零点 ， 并 假定 这 些 
uan MEM 则 上 述 的 

“是 可 能 的 . 结论 由 定理 26 给 出 . 另 一 方面 ,车 已 知 一 个 МСМ 
» 全 点 求 积 公式 有 4 次 代数 精度 ， 则 可 以 找到 一 具有 一 定 直 交 
性 的 多 项 式 集 , 它们 以 求 积 公 式 的 结 点 为 其 公共 零点 ( 见 定理 27) . 
为 简单 计 ， 仅 针对 %=2 的 情形 证 明 这 些 定理 ， 实 际 上 ， 它 们 对 任 
意 的 %* 都 是 对 的 . 

以 下 记号 是 要 用 到 的 ， 

. Mz (2,0) & (d* 1) (d 25/2 
Pmi(%,》) 表 一 真正 rw 次 的 多 项 式 

. QG, у), Оа, утса 

. АУКЕН EB 38k, Hlsm, 0<k<m,4=m+ 
X; Yis Bi, ё=1, 2, =s N(N«M), 是 实数 或 复数 
. a, 8 是 非 负 整数 

14={(а,В): 0<a+8<d} 

.Xun 是 M x NEE, CHE 


h 


@ -% @ m = фо м н 
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Cyl, NN) (а, B) € Li 
9. І E L5 18/878. N 个 元 素 的 子 集 
10. Xx, EN x NEH, CRITE 
(аїу}, e, XAYA) а, В) € Ls 
假定 已 知 多 项 式 集 
Panis у), Pai, 3), ++, Pun, y) 4122 (1.39) 
满足 下 列 条 件 ， 
4， 多 项 式 集 01.39) 是 线性 无 关 的 ， 并 且 每 一 个 均 与 所 有 的 
Q.G, уу ЖЖ 
b, Paali y,) m -PuaG; yi) =0, $21, 2, +, N 
c, 矩阵 Хм, 的 秩 数 为 N， 换 言 之 ， 对 某 Lu 和 矩阵 Xww Jil 
秩 的 
4Q、 对 于 使 得 Xu,n 的 秩 数 为 N 的 某 Zw 有 下 列 事实 成 立 : 对 每 
Ма, B) CLNLy T Zi О, уа =1, 2, s ОЗ Ж 
baes go ((a*, B) € Ly) fl 23 
ИР + + ФЕР =y" + АМ (1.40) 


定理 26 PaoPao s РЕ Яа, bc Md, 
则 有 常数 4G=1，2，…，N) 使 得 


N 
f, бу, ахау = 349,6, y) GAD 
1 T 


对 于 任意 的 次 数 不 超 过 4 的 多 项 式 均 成 立 . 


证 选取 工 ,满足 条 件 4， 解 下 列 方程 组 算出 4, (它们 是 式 
《1.41) 中 的 求 积 系数 )， 


WI уз дуе уу ү, А, I(x5 yh) 
ОСУ 
уму уук EN 1 (xx yn) 


(ais Bj) € Ly i=l, 2, + № 
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以 下 证 明 ， 求 积 公式 (1.41) 是 4 次 的 公式 . 
Ога, B) EILMNLn) 表 (1.40) 型 的 多 项 式 . 从 式 (1.40) 
左 端 可 知 
1007) =0 
SH y)-0 i=l, 2, N 
从 而 式 (1.41) 对 Qp 是 精确 的 . 又 依 式 (1.42) 及 线 性 性 ， 知 公式 


(1.41) 对 
уэ a АРЫ 
Ly 


是 精确 的 . 从 而 ， 公 式 (1.41) 对 x*y? 是 精确 的 .证 毕 . 
定理 27 设 已 知 -…(1.41) 型 的 4 次 求 积 公 式 . HA 


йу, с, TR 0<а + В<т- 1 


ЖАШЫ ИРЕНЕН е. monii) 而 以 


QA, ce, RYA)  O<a+B<m (1.43) 
为 行 徊 量 的 矩阵 的 秩 数 是 1/2 (n+ 1) 6n 2) - 1(1:>0), WHIA 


P(X,y) s=1, 2, +, 1 (1.44) 
WER: (ODPSGcbh 2, “5 D Hk Qi. EE, (2)P,,,, 
(x, у) 2: =P,,Gi, У) =0, t=1, 2, ++, N. 

证 ЖЕЉКА м Ол, yG =1, 2, s N) 的 多 
项 式 集 的 存在 性 可 以 从 矩阵 (1. 43) 的 / 行 是 其 它 行 的 线性 组 合 这 
一 事实 推论 出 来 又 因为 求 积 公式 有 4 次 的 代数 精度 ， 所 以 


Ј Wen Pr 0) Qu) ddy 
2 


N 
= ВР. б, уд О-О, y) =0 s=1, 2, +, 1 
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这 说 明 Pm 与 全 体 Qan EX. EP. 

下 面 举 几 个 例子 ， 说 明定 理 26 和 定理 27. 

例 1 令 R, 是 方 域 C,(-1<x<1, -1<y<D 有 W(x,y) =1. 
又 令 求 积 公 式 是 Radon 的 七 点 五 次 公式 : 


点 系数 
8 
(0,0) + 
Q, ££) 20 а. 45) 
5 
(tr, +5) F 
其 中 
EFE = fi = [4 
"=45 5-473 {= 18 


此 时 M =21, N— 7 .还 不 难 证 明 ， 行为 

лу, te, дур 
(2,8) Є{(0,0), (1,0), (0,1), (2,0), (1,1), (0,2), (0,3)} 

(1.46) 
TU AE EX ЖК. КЕЕ RT Ир СЮ m — 3, 153), 应 有 三 
个 线性 无 关 的 多 项 式 满足 定理 27 的 条 件 (1) 和 (2). 9: E, КЕ 
明 ， 它 们 是 多 项 式 
3 


Ps =s са Ру=ху'- + 


Рьу=лйу+ у-у (1.47) 
我 们 还 可 以 用 这 个 例子 说 明定 理 26. 
假定 我 们 设法 给 出 了 与 全 体 8, 直 交 的 多 项 式 集 (1.47)， 则 我 
们 可 以 算出 它们 的 公共 零点 就 是 求 积 公式 (1.45) 中 的 求 积 结 点 ， 
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并 且 通 过 解 线性 方程 组 ( 它 的 系数 矩阵 是 (1. 46)) VERE DR НА, 
4s，…，4y. 为 了 验证 所 得 到 的 公式 为 五 次 求 积 公式 ， 只 需 对 单 
项 式 

Ws ау, ху?, xt, ау, xtyt, xy, у 25, ау, xy 
ay, xy, учеа. FARN EREK Га 


Pher -Ža 


P, =m ys yi — 14 
sm y у 167 


P,,,=*3 - $* 


= k S r S 
x P, =x g” 
xP, oi y- {ку 
xP, xy. 一 ie 
XP. xy - luy 


УР,„з-хР,,=у* - у ie 


" i) zx. rig 
(z + 5 MEI. 28* 


y Pa + S Pas catyt- is 
1 1 14 
K = 2 49 3 1% 
у sity Pan а Y y 157 


(y+ 1) Pa 一 xy 19 
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(»-1)9s -#7 P= Q -Dy (Hy 
3 14 
зуРы tE Puch y+ y! Му 


例 2 令 R, 是 例 1 中 的 方 域 C,， W(x,y) =1， 又 令 求 积 公 
式 是 十 二 点 七 次 的 Marcoackrx 和 Phillips 公式 (V =4 是 С, 的 面 
积 ): 


(0,0), €75,0, (0,7), (0, —7) А, 
5,0), (-S,0), (0,5), (0,—5) А, 
(++) А, 
其 中 
pt =105 +3385 ~ Ss2_105- 3 385. 3 
140 140 5 


77- - 3 4/ 385 Av 7743 4/ 385. A- 25 
А = 891 y „= 891 y „= "id 


上 述 求 积 公式 的 求 积 结 点 是 直 交 多 项 式 
Pamay- яу Р,ы=ху'- ку 


P,,,=x* + Ty Ty Зи -y+ 

的 公共 零点 . 上 述 多 项 式 满足 条 件 4，8，c，4d( 取 Ln={(0, 0)， 
(1,0), (0,1), (2,0), (1,1), (0,2), (3,0), (2,1), (1,2), 
(0,3, (4,0), (0,4). 

在 定理 26 中 ， 我 们 限制 全 体 多 项 式 均 为 办 次 的 多 项 式 ， 其 实 
这 一 限制 是 可 以 取消 的 ， 我 们 用 下 例 来 说 明 这 一 点 . 

例 3 ФК, 9С, 1), (х, у) 二 1， 又 令 求 积 公式 
是 八 点 五 次 的 Burnside 公 式 
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(0 (50 (0,9 (0, -7) 10y 


其 中 m " 
2 Л 


Burnside 求 积 公式 的 结 点 是 直 交 多 项 式 


P, = — Day - Ta P y-isy-Ly 
一 %2 2_ 5 2 5 2 了 
Pary QO g^ +57 


HARRA. EARP IP, , Бењо, ЖР, 与 全 体 
@, 直 交 . 关于 条 件 4 中 线性 无 关 的 假设 应 被 解释 为 没有 多 项 式 Qir 
Оз, 使 得 

Qi Psi t Qu ËP, + P=0 
JL,—(0,0, (0,0, (0,1), (2,0), (1,1), (0,2), (2, D, 
(1,2)}， 可 以 证 明 Xs,s 是 满 秩 的 . ТЇК, MRAR Pmi Р„„, 
Pm,s 等 于 Pons Pons Pars WETER. 


810. 两 个 变量 的 m 点 2m—1 次 求 积 公式 


设 P。: 与 P。: 是 两 个 om 次 的 多 项 式 ， 并 在 RR, ATREA W 
(%，J) 5 Kik т - 1 的 多 项 式 直 交 、 Po, 与 Ps 的 公共 零点 
能 作为 2 ~ 1 次 求 积 公式 的 求 积 结 点 吗 ? 一 般 说 来 , 这 是 不 对 的 ， 
fiin, AR =C, WG, y) =1, m-3X 


Py =P у-у P, = Р!" =r- 15 


则 上 述 多 项 式 的 九 个 公共 零点 中 ， 非 无 穷 远 点 的 点 只 有 五 个 ， 它 
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们 是 оо (+ /1, = /1). 显然 ， 无 论 这 五 个 点 还 是 它们 


的 子 集 均 不 能 作为 C, 上 五 次 求 积 公式 的 求 积 结 点 . 
EM BPa 与 Pws 有 以 下 性 质 : (1) Pm 与 Pas 在 R, 上 关 


TRW о, DIERO HAE, (ОР... УР. МНИ 
的 公共 零点 2,00, m), 并 且 它 们 均 不 是 无 


证 本 定理 的 论证 关于 前 节 定 理 26. 注意 , 多 项 式 P УР, 
恰好 有 ww 个 公共 零点 的 假设 意味 着 Pm 与 Pm, 没有 公共 支 ， 这 可 
以 由 Bezout 定 理 推出 .由 Noether 定 理 可 知 ， 每 个 以 pu Gi, V) 
(二 1，2，…，217) 为 零点 的 多 项 式 0; 可 以 表 为 

Q.—Q.- i Poit Qs Pms 

jdK mona 1), M -mQm 1), К /2 Rk 3k <m — 188 Е 
FRAI 的 个 数 ， Mk Us 2m - 1 的 单项 式 的 个 数 . ФУ киж 
K xM EBE, yt; BAUR 

wy Pm 和 ry Pu; (0<а+В<т-1) (1.48) 
的 系数 组 成 . 行 元 素 的 排列 方式 使 得 ,对 于 每 一 对 (y，0) (0<у+0 
=2-1), EHA. 48) фату 的 系数 出 现在 同一 列 . 

RMH, Yuh В ООК. ЯУ к.м КСК, WY kn 的 
行 向 量 的 线性 组 合 将 是 零 向 量 . 这 等 于 说 ， 有 两 个 不 恒 等 于 零 的 
多 项 式 Qm-1,1 和 Qm-1,s 便 得 

Qn-iniPmi + Quais: Pan =0 
从 而 Qn-iw1Pmi 三 -0m-1,; P,,,. 依 因 式 分 解 的 唯一 性 ，C。, 是 
Qn-iiPmi 的 一 个 分 支 .这 意味 着 Pi 与 Pa, 有 一 个 公共 的 分 支 .但 
前 面 已 经 说 过 ， 多 项 式 Pm,1 与 Ps 并 无 公共 的 分 支 . 

由 于 Yk,un 的 秩 数 是 ,所 以 Yk,w 至 少 有 一 个 满 秩 的 Kx Кр 
Е. ФУ к. Е. 现在 , 我 们 定义 1к={(а, В), x° 
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Y ROS VERE W: Y ot B) BR АЛ}, Luck (Са, В) : ty ?是 对 
应 矩阵 k,nu《 但 不 对 应 k,x) 的 列 向 量 的 单项 式 }. Lx 含有 K 个 元 
Ж, и КАМ - 开 三 2 个 元 素 . 视 Puw-k 为 前 节 条 件 c，4 中 的 
Ln (换言之 ， 取 N =m), WERE Xwx 的 行 是 
Очу, +, 88) (2,8) € Ly-k 
我 们 还 要 证 明 条 件 c 和 4 是 满足 的 。 
考虑 条 件 c. 假 定 Xww 是 降 秩 的 ， 则 它 的 行 向 量 的 线性 组 合 将 
是 零 向 量 . 这 意味 着 有 多 项 式 0,m-1 志 0 满足 
Qam-1 (Xis y) =0 i=l, 2, =, m 
此 外 ，@:"-; 只 含有 单项 式 %y4，(c,8) € Lu. x, {К Noether 定理 ， 
有 不 恒 为 零 的 0w-1,4 与 Qa-1,: 使 得 
Q, i =Q,- u Pm t Өһ-1,:Рњг G.49) 
式 (1.49) 的 右 端 代表 Yk,w 的 行 的 线性 组 合 . 因为 Yk,x 是 满 秩 的 ， 
(1.49) 型 的 多 项 式 必然 至 少 含有 一 个 对 应 了 xx 的 列 向 量 的 单项 
式 %*y4. 换 言 之 ，Q2n-! 必 仿 单 项 式 x*yf，(a,B) € Lk. 这 与 Ci: 只 
fp n anyt, (а, В) ELu-g 相 矛盾 . 因此， 不 可 能 有 这样 的 
О-‹ 存在 ， 从 而 Xn,n 是 满 秩 的 . 
次 之 ， 考 虑 条 件 4， 对 于 每 个 wy ，《a，B) ELx， 我 们 必须 
ЖЕ, # Onis 和 0m-1, 使 得 
0.-.„Рь + Qai Pix, + arsy a 
假定 %%y 对 应 Yk,x 的 第 ? 列 。 由 Yk,x 是 满 秩 的 ， 我 们 可 以 求解 线 
性 组 
Yi,rc=e 
此 处 向 量 e 的 元 素 除 第 ?个 为 1 外 余 者 全 为 零 .向 量 c 确 定 了 Qn-1,1， 
Quin. 若 工 kw 行 的 顺序 是 
Pasis *P,,, yPya, @P,,, n, yn! Pans 
Pans Р, УР. @P,,, 6, X" Pas, 
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pi 
C=(C ++, Cies Cins ++, Carn)" 
9122 =1, 28 
Ол-ла С + Cia Ci y RC а Ску? 
定理 证 毕 . 
举 一 个 例子 . 令 ROC, WG. y)=1, m=2 及 
Pas =- + t ray Po 一 于 + 多 


此 时 及 = 6， M=10, ERA. 50) 的 顺序 排列 Y „по, 则 


-4 o 01100000 
o-i 000011200 
0 о - 20000110 
iuc T T 
0-1 0002002010 
o 0-L0o0002001 


可 以 证 明 ， 由 6,io 的 最 后 六 列 作 成 的 6 x 6 REY ,, ЖЖ. 
因此 ， 可 取 
2 D, (0,2, (3,0), (2,1), (0,2, (06,2) 
Lí47(0,0, 0,0, (0,1), (2,0) 
Ps Po 的 四 个 公共 零点 是 : i 


Фуд = ъз) = (1555, -Zs) 
Gy) = - буд = (1,7 S. - 25) 
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EBE 


1 1 1 1 
E E 2 3 
Хы = 

ж > y I 

aun xu xXx u 
是 满 秩 的 ， 因此， 我 们 可 以 通过 解 线性 方程 组 求 出 求 积 公式 

Је as dy= $A fia, уд 

的 系数 4 ООКАТ, x, у, ** 是 精确 的 要 求 ). 


验证 条 件 4 的 多 项 式 是 
1 


P,,,=xy + x° -4 z Pin =y- 4 
Р,„=у - E УР,„=у° - i» 
G- P, Ры =* - ®х+ 1 у 

КИ 232 3 3 


УР, - zP,,, my ls- ix 


Adi КВД яу, y. x, ку, xy", улын, DS 
此 求 积 公式 为 三 次 求 积 公式 ， 

对 于 给 定 的 Ra 和 了 琴 (%，2)，Goit' 指出 了 如 何 构 造 有 四 个 
有 限 的 实 的 公共 零点 的 两 个 线性 无 关 的 二 次 直 交 多 项 式 Pan 和 
Py 他 未 能 证 明 它 们 的 四 个 公共 零点 总 是 不 同 的 , 也 还 没有 找到 
反例 . 


811. 再 论 求 积 公 式 与 直 交 多 项 式 
下 面 ， 我 们 指出 多 项 式 集 的 公共 零点 可 作为 求 积 公式 
[| we, fes dedye SA 6s, yo 
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的 求 积 结 点 的 充 要 条 件 . 

再 引进 一 些 记 号 : 

G) 当 需 要 排列 单项 式 a*y^ 的 顺序 时 , 我 们 总 是 按 以 下 顺序 
排列 的 

1, x, y, а, wy, yl X, xy, + 

Gi) # Quas + ax ey y + Haoa, Мо XE 040 Ж 
数 作成 的 向 量 ， 

Wo= (loos du) dus ао, *'"› йы) (1.50) 

Gi) Wua ERRENA MER, О ,的 元 素 即 全 体 
《1.50) 型 的 向 量 (注意 M — (d 1) (d+ 25/2). 

Gv) Æ Qoi ў=1, 2, =, К, К<М, даю КАА 
性 无 关 多 项 式 的 集合 ， 则 2U кб B Qu ОИ К 维 子 空 
间 . 

D SIRA а ЗЕ CHOSE БН]. 

Gi) Жїр (х, у), W u 表示 向 量 

һь=(1, X, y, Xy +, y) (1.51) 
0,0, у) = (No, ш), ILES: 的 元 素 . 

iD ЕЖЕ ФЕ к АДЕТ, DEAR 是 由 全 体 
%¿ ТЕ (Wo, u) =0(WoE UM 放 的 元 素 组 成 ,我 们 指出 ， 若 
Ж“ л=Ф%к+ Им K+N=M， 则 %i=2U&8+ 人 Uh， 此 处 
U8 与 Un 同 构 ，BULR 与 Uk 同 构 .二 阶 共 狂 空间 % ; ` 8 % ad 
Mj, НШ, UP УЛЫ к, Uy TE. 

设 已 知 一 线性 无 关 的 多 项 式 集 Qa,;(x，》)，j=1,2,…, K, 
K«M, Xp =G; у), 1—1, 2, =, М, N=M - K, kx 
些 多 项 式 的 公共 零点 . 


Q. E * NOE UE скок (1.52) 


证 这 个 定理 是 在 (vii) 中 所 谈 及 的 向 量 空 间 的 结果 的 一 个 
推论 . 令 vr 表 由 Cu 生成 的 史 -e 的 子 空间 . 若 矩 阵 Xwx 的 秩 数 为 
N， 则 向 量 

Bm, X Yis 0, зе, YD. i=l, 2, SN 
АЭ, HERUR. Ki, ФУКО [ЮЕ ДЕК, FB 
1=1, 2, + K, 生成 . 

假如 Xwx 的 秩 数 No< N, ЩО = UR + ФИ, КШ К„= 

M.- N,5K, ЮН A x, M 8 u, 生成 的 线性 子 空 间 ， UW 与 


Wa 的 那个 子 空间 同 构 ， 该 子 空间 由 全 体 在 p; 处 取 零 值 的 Qs 组 
Ж. UL 的 维 数 是 ,< 玉 ， 并 因此 每 一 个 在 全 体 p, 处 取 零 值 的 
多 项 式 不 能 表 为 式 (1. 52) 的 形式 .证 毕 . 

定理 30 假定 

(O RRT AKRE, N(M) 个 求 积 结 点 P = (% y) BJ 
BUS, 49); 


O та, уола ardy=0, — j=1, 2, K 
(с) р 是 全 体 Qu; 的 零点 
Qu zc Qui + "ial exQuk 

证 首先 我 们 指出 ， 条 件 (6*) 保 证 4 次 求 积 公 式 的 结 点 pi 的 
个 数 N 是 不 能 再 减少 了 ， 换 言 之 ， 我 们 不 能 用 pi 的 子 集 Nv< N 个 
结 点 构造 出 这 样 的 公式 . 

因为 Xu,s 的 秩 数 为 N, 故 有 Ls 使 得 Xn,w 是 满 秩 的 . 从而, Xiron 
W K=M- Nf 

уў, сз, ур В ЄМ 
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与 Xwn 的 行 是 线性 相关 的 . KARERA ERROMO 的 多 项 式 
Qui j—1, 2, +, К, FER. 

因为 求 积 公 式 的 代数 精度 是 JP E.A kp E Qu; C 5,2, 7, 
KK) 的 零点 ， 所 以 Qs 满足 (5) .条 件 (4) 由 定理 29 自 得 .证 毕 . 

定理 31 设 已 知 多 项 式 0m，j=1，2，…，K， 它 们 有 以 下 
性 质 ; 

(а) 0s; 是 线性 无 关 的 


Qa =c Qua t с,» 7 + Qa 
出 
《a*) p, 可 以 作为 4 次 求 积 公式 (1.49) 的 结 点 
证 KEM, RE), C), ЮЖО) Н, 有 Ln 使 
得 Xuw 的 子 阵 Xww 是 满 秩 的 . 故 能 找到 系数 4，z =1b 2，… № 
使 得 求 积 公式 对 单项 式 x**y?，(a，B8) ELw， 是 精确 的 . 剩 下 需要 
证 明 ， 记 得 公式 对 单项 式 
My — (GB € LINE. (1.53) 
是 精确 的 . 
考虑 集 式 (1.53) 中 的 任意 单项 式 *?y. 因为 Xwn 是 满 秩 的 , 我 
们 能 够 将 与 7 对 应 的 Xu,w 的 行 表 为 Xn,x 的 行 的 线性 组 合 ， 这 给 
出 一 个 以 全 体 p; 为 零点 的 多 项 式 08” WEO ERA Qai 的 线性 
组 合 
Q? aQai + Qan + + cK Q ak 一 (1.54) 
依 ( 刀 和 式 (1.54)， 我 们 看 出 
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If. W (x, y)Qr* Go, y) dxdy =0 41.55) 
, 


фа. 54), ВИП Ог, у) =0, 2-1,2,-, №, HAE 
Озот AE ВО ЛА (1.55), КОЈ" 是 精确 
的 . 
顺便 指出 
Оре ату? + Бону? а. 56) 


其 中 cp 是 常数 ， 且 求 和 取 遍 全 体 (c，p) ELwn， 因 为 求 积 公式 对 
I” 是 精确 的 ， 对 式 (1.56) 中 的 和 式 的 项 也 是 精确 的 , 故 对 x' 亦 
必然 是 精确 的 .证 毕 . 

我 们 给 出 几 个 例子 : 

例 1 EPan G =1, 2，3) 是 在 87 中 考虑 的 三 个 三 次 多 
HR. 若 它们 有 七 个 不 同 的 公共 零点 ， 我 们 已 经 证 明 用 这 些 点 可 
以 构造 五 次 求 积 公式 . 此 时 M=21，N= 7， 并且 可 以 证 明 下 列 
18 个 多 项 式 中 的 14 个 是 线性 无 关 的 ， 

Poris xPy;, yPyi ФР, zyP,,, y*P,, *=1,2,3 
因此 ， 及 =14 个 线性 无 关 的 多 项 式 ， 它 们 以 这 七 个 点 为 公共 零 
B. " 

Bi 2 考虑 C, 上 的 八 点 五 次 求 积 公 式 ( 见 附录 工 公式 2). 此 
时 M=21，N= 8, K—13. 求 积 结 点 是 13 个 线性 无 关 的 多 项 式 
P, =° — 25у E P,Q,-y)- ay- бу 


Р, =y- ie = Sy 2 


аР, УР, Рун, XyPysyis УР; t=), 2 
的 公共 零点 ， 
例 3 考虑 一 维 的 双 点 ，2M- 1 次 代数 精度 的 Gauss RAA 
6 了 


A. EHM =2m, N=m, HREH К m4 
多 项 式 

x P.) k=0,1, =m- 1 
HARER. ЮЖ, PrO) ТК. 


$812. 边界 型 求 积 公 式 


在 这 一 节 中 ， 我 们 采用 纯 代 数 方法 对 一 些 常见 的 区 域 构造 一 
系列 不 含 被 积 函数 微 商 项 或 含有 被 积 函 数 低 阶 微 商 项 的 边界 型 公 
式 ， 边 界 型 求 积 公式 是 求 积 结 点 全 部 分 布 在 积分 区 域 边界 上 的 求 
积 公 式 ， 对 于 在 实际 中 常 遇 到 的 只 能 测 知 被 积 函 数 在 边界 上 的 数 
值 ， 而 要 求 计算 它 在 区 域 上 积分 值 的 问题 ， 边 界 型 求 积 公式 无 疑 
是 极 有 价值 的 ， 对 于 定 积 分 的 情形 ， 人 们 早已 建立 了 一 批 较 好 的 
边界 型 求 积 公 式 ， 如 第 三 章 8i 中 的 Petr 公 式 和 Obreschkoff 公式 
等 ， 对 于 一 般 高 维 有 界 区 域 上 的 多 重 积分 ， 构 造 边界 型 求 积 公式 
的 最 有 效 的 方法 是 第 三 、 四 、 五 章 中 提出 的 降 维 展开 法 ,特别 是 具 
有 代数 精度 的 降 维 展开 法 .该 方法 不 仅 可 以 构造 出 具有 高 精度 的 
边界 型 公式 ,而 且 对 于 几 种 特殊 区 域 而 言 ,还 可 以 构造 出 具有 任意 
了 予 先 指定 的 代数 精度 及 最 少 边 界 结 点 个 数 的 最 优 边界 型 求 积 公式 
( 见 第 三 章 85)， 但 这 类 公式 中 都 含有 较 高 阶 的 导数 项 ， 因 而 对 被 
积 函数 的 光滑 程度 要 求 较 高. 

在 被 积 函数 只 具有 连续 性 或 光滑 度 较 低 时 ， 可 以 用 代数 方法 
中 的 对 称 原则 ( 见 [1] 第 一 章 ) 构 造 边 界 型 求 积 公式 .这 类 公式 的 构 
造 步骤 比较 简单 , 而且 公 式 的 具体 形式 也 较为 明快 易 用 ,但 它们 在 
实用 上 的 主要 缺点 是 不 够 精确 ， 特 别 是 不 带 微 商 项 的 边界 型 求 积 
公式 只 能 有 三 次 或 五 次 的 代数 精度 ， 并 且 无 法 再 提高 ， 亦 即 它 的 
代数 精度 团 于 先天 界限 .为 了 突破 这 个 先天 界限 的 限制 ， 提 高 不 
带 微 商 项 边界 型 求 积 公式 的 代数 精度 ， 可 以 考虑 构造 带 有 低 阶 
(如 1 阶 ) 微 商 项 的 边界 型 公式 . 
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MER 01364 —$epBACT ЕРАТА 项 的 边界 型 
求 积 公式 ， 它 们 已 在 杰 节 中 全 部 得 到 改进 . 

ВР, и. ВПК, дА, РЙ Н х 
的 一 切 对 称 点 ( 亦 即 交换 x 的 坐标 分 量 并 添加 正 负 号 后 所 得 的 一 切 
异 于 %* 的 点 )， 则 称 R, 为 对 称 区 域 . 

同 理 ， 一 个 数值 求 积 公式 ( 求 积 和 ) 中 所 用 到 的 结 点 ， 假 如 能 
划分 为 车 干 对 称 点 组 , 且 同 一 组 内 诸 点 所 对 应 的 求 积 系数 都 相等 ， 
那 末 便 称 该 公式 为 对 称 的 求 积 公式 . 

下 面 ， 我 们 先 来 介绍 Sadowsky HFE., 设 Cs 表示 三 维 立 
方 体 (- 1<x<1, -1<у<1, -1=<z=1).Sadowsky 构造 了 C, 
上 的 42 点 5 次 边界 型 求 积 公 式 ， 我 们 来 详细 地 说 明 这 个 公式 的 构 
造 方法 . | 

Cs 是 一 个 对 称 区 域 .对 于 这 种 区 域 来 说 ， 构 造 对 称 求 积 公式 
是 方便 的 .实际 上 ，Sadowsky 公 式 就 可 以 按照 构造 对 称 求 积 公式 
的 基本 原则 (参阅 [53]，[【60]) 推 导出 来 . 

我 们 选择 如 下 三 组 对 称 点 组 作为 求 积 结 点 : 

(0,0,1)Fs (0,1, 1) rs. (Xo Xo, 1) rs (1.57) 
其 中 НЕЮ OD, MC ORRE С s DERK 
XH, С, OP ЕЖ TAARA, НЈУ 
ЖИК ЖОГ, М, N.S FAX 


[| feo divis Lf МУ + NE fu 


(1.58) 
Ж fo ОЛЛО КАА (1. 57) E 
的 值 的 和 ， 依 对 称 求 积 公式 的 构造 原则 ， 为 了 使 求 积 公式 (1. 58) 
具有 五 次 的 代数 精度 ， 需 且 只 需求 积 公 式 (1. 58) 对 于 函数 1 х, 
和 22 成 为 精确 等 式 就 可 以 了 . 与 上 面 被 积 函 数 相对 应 的 积分 值 
分 别 为 8 ，8/3，8/5 和 8/9 从 而 由 式 (1.58) 得 到 
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(6L 12M + 24N— 8 
| 2L- 8М+(8 +1623) N — 8/3 
A 8M+(8 +1614) N=8/5 
4 M + (16x; 8133) N=8/9 

解 方程 组 (1.59) 得 
5 364 160 64 
=/5 LI=364 =- 160 = 
* / 8 zs "--»s "^m 
这 样 ， 我 们 便 导 出 了 Sadowsky 公式 


| Де, у, 2 dxdydz -— [915 f, - 403) fi + 165 faa] 
су 225 


(1.59) 


` G.60) 

可 以 断言 ， 对 于 Cs 域 上 的 积分 而 言 ， 最 多 只 能 构造 具有 五 次 
代数 精确 度 的 边界 型 求 积 公式 .事实 上 , 若 取 

foe,y,220*-)00*-DG*-1 
Ji) fc, y, z) d 6 次 的 多 项 式 , 并 且 在 Cs: 的 边界 面 上 恒 等 于 零 ， 从 
而 ， 无 论 边界 型 求 积 公 式 的 结构 如 何 , 对 上 面 的 函数 С, у, 2) i 
来 ， 求 积 和 总 是 零 ， 而 f(x,y,z) 在 Cs 上 的 积分 的 精确 值 却 是 
一 64/27. 

由 此 看 来 ， 在 代数 精确 度 的 意义 下 ， 如 果 不 用 被 积 函 数 微 商 
的 值 ， 我 们 最 多 只 能 构造 出 具有 五 次 代数 精确 度 的 边界 型 求 积 公 
A. 换言之 ， 代 数 精确 度 5 是 这 种 类 型 公式 所 不 能 超越 的 先天 界 
W. 

往 下 我 们 改进 Sadowsky 公 式 ， 构 造 出 C, 上 32 点 的 五 次 边界 
型 求 积 公 式 . 

我 们 把 满足 下 述 条 件 的 点 组 称 为 % 维 五 次 对 称 点 组 

1. SUR APUL REI UOCE 5 的 对 元 单项 式 在 该 点 组 上 值 的 
和 为 零 ， 

2. 只 含 偶 次 方 军 的 次 数 三 5 的 % 元 单项 式 在 该 点 组 上 值 的 
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Жж T n о, ШИЯ ЮЙ РАЙ ПУТ Ж (CAR 
例如 Cs 边界 上 的 点 组 
I; CE1, £250), (55,0, +1), 0, +1, 524) 01 1) 
”就 是 一 个 (3 维 ) 五 次 对 称 点 组 ， 事 实 上 ， 对 于 单项 式 
A zxyS а+В+ү<5 
当 a，B，? 中 有 一 个 为 奇数 时 ，4, 在 点 组 1 上 的 值 的 和 显然 为 零 . 
而 当 a，p，? 都 为 偶数 (包括 零 ) 时 ，4, 和 
А, — x*yrzh, Аз ax yz", А, — x yrz* 
‚ А=у®?, А, =xrytz° 
在 点 组 I 上 值 的 和 均 相 等 . 
显然 ， 对 称 点 组 缘 为 5 次 对 称 点 组 .但 是 由 上 例 知 ， 反 之 并 
不 成 立 . 
为 了 减少 计 值 点 的 个 数 ， 我 们 要 设法 用 特殊 的 五 次 对 称 点 组 
去 代替 一 般 对 称 点 组 来 构造 五 次 求 积 公式 ， 根 据 这 一 考虑 ， 我 们 
来 改进 Sadowsky 公 式 . 
不 难 明白 ， 除 上 述 点 组 I 以 外 ，C: 边 界 上 的 五 次 对 称 点 组 还 
有 如 下 6 种 ， 
I: (+1,+1,0) (1,0,41) (0,+1,+1) 
I: (+1,+1,+1) 
N: (1,0,0) 
V: (+, £1,0(21,0, +Y) 0, 35 +1) (0<%<1) 
W: Gomox)rs (0<x,<1, 0<x,<1) 
W: (1,1,5) (0<x,<1) 
AURI, Y, ЮЖ, 构造 Cs 上 32 点 五 次 边界 再 
求 积 公式 .方法 如 下 . 
设 结 点 组 1 ， 工 ， 下 对 应 的 求 积 公式 的 权 系数 分 别 为 cy а, 
а,. 我 们 的 目标 是 构造 五 次 求 积 公式 ， 又 由 于 结 点 组 是 由 5 次 对 
称 点 组 构成 的 ， 故 只 要 建立 对 于 单项 式 1，x*，xt, x*y: 精 确 成 立 
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的 求 积 公式 即 可 . 由 此 得 到 关于 4，4w，% хо 的 方程 组 
124, + 12a, + 8a,= 8 

T pa, + 8а, + 84, —8/3 

| AG + 40)a, + 8a, + 843 =8/5 


4X4, + Да, + 80, —8/9 


解 方程 组 (1.61) 得 


(1.61) 


3 80 52 1 
n= ае ^- а= 


从 而 导出 了 C, 上 的 一 个 32 点 五 次 边界 型 求 积 公 式 
J|. rey, Ddrdydew А [воў -52 SIT «n3/1] 
Cs 63 1 1 Y 


] (1.62) 
ЖЕМ S 1, I, DREM / TERM H X EDS (LS RI, 


4% 表示 该 组 点 的 个 数 ， 而 在 点 组 Lits s |S. 

Xbb, MABI, KAV 作为 求 积 结 点 可 以 构造 出 如 下 32 
点 五 次 边界 型 求 积 公式 

[J fnr ®кдуйв 3 rv mi] 


(1.63) 


其 中 ， 在 点 组 ?的 坐标 中 为 =\/ 可. 

事实 上 ， 我 们 能 用 上 述 的 方法 构造 出 无 穷 多 个 82 点 五 次 边界 
型 求 积 公式 . 这 次 我 们 选用 点 组 [ ， 下， 了 作为 结 点 组 , 并 设 对 应 
的 求 积 公式 的 权 系数 分 别 为 Gs ty a 仿照 式 (1. DRITE 
立 如 下 的 方程 组 
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124, + 8%, + l2a,= 8 
AG 294, + 8а, +401 + ура, =8/3 


(1.64) 
pod ^ 
4024, + 82, + 4уй» =8/9 
解 方程 组 (1.64) 得 
[з a 
zl AG cy» aie 
WN RIT ояту ^ ^73 
EEUSLION 
95-9 


其 中 » 是 区 间 (W3710，1) 中 不 等 于 VW1375- 工 的 任意 实数 . 
从 而 得 到 无 穷 多 个 具有 如 下 形式 的 32 点 五 次 边界 型 求 积 公式 ， 


||. fen ode UA XA 


965 —- y) 

JP 3/10 X1, Y / 4 18/5- 1, 而 
x= (8/5-J0/ +7 . 

实际 上 ， 式 (1.62) 和 (1.63) 可 以 包含 在 公式 《1,65) 中 ， 这 只 
要 我 们 把 уо 的 取信 范围 放宽 为 [V3715, 1] O99 А 71375 1) 
即 可 ， 因 为 当 %=V3/10 时 ， 式 (1.65) 中 的 和 二. 易 知 此 时 式 
《1.65) 即 是 式 (1.62)， 当 = 二 1 时 ，%o 二 VAS а (бую 
Жз С. 63). 

如 果 仅 限于 用 5 — TP 
则 可 以 验 明 ， 无 论 怎样 选择 点 组 , 总 的 结 点 个 数 不 能 少 于 32 点 . 事 
实 上 ， 我 们 可 以 分 成 几 种 情况 考虑 . 由 于 用 5 次 对 称 点 组 的 点 作为 
求 积 结 点 ， 故 各 边界 面 上 的 结 点 个 数 是 一 样 的 . 当 每 个 面 上 安排 
Re 三 1，2，…，9) 个 结 点 时 ,我 们 从 上 述 的 7 种 类 型 的 5 次 对 称 
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+ >>! Л + AG +40) уь fy кее; 65) 


点 组 中 选择 那样 的 点 组 作为 求 积 结 点 组 ， 使 得 每 个 边界 面 上 恰好 
有 % 个 点 ， 且 点 组 所 含 点 的 总 个 数 少 于 32. 通过 逐一 实 验 不 难 知 
道 ， 如 此 选择 的 点 组 是 不 能 用 来 构造 5 次 求 积 公式 的 .8 之 10 的 情 
形 是 匆 需 考虑 的 ， 因 为 此 时 不 论 怎样 选择 5 次 对 称 点 组 ， 求 积 结 
点 总 的 个 数 都 不 少 于 32 点 .注意 到 凡是 对 称 点 组 都 是 5 次 对 称 点 
组 ， 于 是 我 们 可 以 建立 如 下 的 命题 : 

命题 1 在 Cs 上 存在 着 无 穷 多 个 32 点 五 次 边界 型 求 积 公式 ， 
并 且 在 对 称 五 次 边界 型 求 积 公式 中 结 点 个 数 不 能 少 于 32 个 . 

不 难 用 前 述 方法 构造 出 如 下 的 三 次 边界 型 求 积 公式 ， 


[]. fx, y, z) dadydz se $U,00 «fC- 1,0,0) 
3 n 
* fC0, 71,0) ч /00,1,0) 4 /(0,0, D + f(0,0, - D) 


(1.66) 


顺便 指出 ， 公 式 (1. 66) 是 C, 上 最 少 点 数 三 次 边界 型 公式 . 
作为 练习 ， 建 议 读者 自行 构造 如 下 的 C, 上 的 最 少 点 数 三 次 边 
界 型 求 积 公式 ， | 
[| ооду x4 уйл - 33A 
其 中 点 组 1 和 工 的 选择 如 下 
I: 0,1) I: G, Drs 
上 述 公式 的 代数 精度 是 最 高 的 ， 人 们 不 能 在 C; 上 造 出 具有 4 


次 代数 精度 的 边界 型 公式 . 
现在 考虑 双 层 球 壳 域 Ss*''， 


a< Pa <и 
上 的 边界 型 求 积 公式 . 易 知 ,此 时 最 高 代数 精度 也 是 3. 事 实 上 , 当 取 
POD=PO ms = Фа) Quir 
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时 ， 
Jf „an P OOdX <O 


而 若 结 点 均 在 壳 面 上 ， 则 求 积 和 总 是 零 ， 
为 了 构造 三 次 的 边界 型 求 积 公式 可 选 如 下 201 1) 点 作为 求 
积 结 点 ， 
I: €x5,0,-,0,0, (0, €56,0, 5,0), 7, (0, 3 0, +0, 0) 
I: (0,0, --.,0, +b) 
E: (0,0,:7,0, +a) 
通过 解 方程 组 ， 可 得 下 列 公式 ， 
[] аах еса m ni + A mua 
(1.67) 
A, = А0 - a?) (bt: аа) 
4, = АБ + (n + Т) а" 262 - 35a? — (n= 1)an**) 
Аз = Ар (20+ — (n+ 2)a*b* + па"? 2) 
= zi 
вг (5 + ijo 2) @ - 22) 


34 n=2,3 时 ,分 别 得 到 圆 环 域 上 的 6 点 三 次 边界 型 求 积 公 式 
和 双 层 球 壳 上 的 8 点 三 次 边界 型 公式 ， 
[| жий, Dar ye 759 (Q+ у 0,0 + fC- 0 
2 
+ 205 CfC0, а) + fC0, — a)) + (* а?) CfKo, b) + FCO, - 5) 
1.68) 


ПАСЕ (0-а) Cb — a°) 
3 


2x 
156 (6° — а?) 
x (70,0, 0) + f(-5,0,0) + 700, Ё, 0) +700, — 5,0)) 
+0209 — Ба? + 345) (70,0, а) + (700,0, - а)) 
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+ (07 — 3052? + даб — за?) ( f (0,0, b)  f(0,0, 7 5))} 

(1.69) 

在 式 (1.67) 中 ， 令 sr*0， 可 得 到 % 维 球 域 5, 上 的 一 个 三 次 求 
积 公式 ， 

JJ. me дка UT + EI +4) 

" 2(%+2)Г 5+ 1) 
(1.70) 
此 处 /表示 函数 /(X) 在 原点 (0,0，,…,0) 处 的 值 . 

命题 2 % 维 双 层 球 壳 域 S, 上 的 三 次 边界 型 求 积 公 式 的 
结 点 个 数 不 能 少 于 2(z+ 1). 特别 , 双 层 球 壳 域 9 上 的 三 次 边界 
型 求 积 公式 的 结 点 个 数 不 能 少 于 8 ， 圆 环 域 上 不 能 少 于 6 . 

下 面 ， 我 们 再 不 加 证 明 地 开 列 出 几 个 带 有 一 阶 微 商 项 的 边界 
型 求 积 公式 .如 所 知 、 方 域 C:(|*| YID, AR Cd 
«1, |у, |z| € DARII S, GÀ e t ARY ЕРНИ 
商 项 的 边界 型 求 积 公式 的 代数 精度 的 先天 界限 分 别 为 3 次 ，5 次 
和 1 次 .我 们 将 给 出 在 此 诸 晟 上 分 别 上 共有 5 次 ，7 次 以 及 3 次 代数 
精度 的 一 些 带 有 一 阶 微 商 项 的 边界 型 求 积 公 式 . 

Cs 上 5 次 边界 型 求 积 公式 ， 


Јо, y)dx dy — ax + 15 fy 


Ыла, D -fiC-1,-D-/fi0, -0D-fi(- 45 


лао, -D*fX-10 -fa,-0] 
- [0,0 -fiC 1,9 +f -/;0, - D] 
(1.71) 
C, E 7 次 边界 型 求 积 公式 
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J|. foy овда f ef + Ў 


* eg аа, -fi(-1,-1,-1) 
*/0,1,-D-/fi-1-14D-fi1,-1,-D 
-fÁOLLBDEtfi,-1D-fi-11,-0 
+736 1,1, = 10) -fl, -1,1)+ f,- 1,1,1) 
-2/40,-1-Dt/,0,1,-D-/,(-1, - 1D 
*fOl,D-fi-1-1-Dtf(C-LL1 
=f: -1, -1)+fi(l, -1,1)-f:(-1,1,-1) 
*tfiO;b5D-fi-1,-1-D*fi-1,-1D 
-fi0,1,-D]*4[f/10,0,0) -/;C71,0,0) 
*/,00,1,0 —/,(, 1,0) + /,(0,0, D 
7300,0, - D] + &[f:051,0 - fiC- 1, 71,0) 
*t/i1,71,0-/171,1,0 */10,0,0 
= ЈС 1,0, - D * i050, - 1) - 5С 1,0,1) 
*/,0,1,D -/,0, 71, 2D */,0,1, - D 
00, = 1,1) + /,051,0) - f, CT 1, 71,0) 
+/f,C-1,1,0)- f,, – 1,0) +/;(1,0,1) 
-fi-10,-D*/f:C 50,0 -/:0,0, - 1) 
*/40,1,D 7/10, 71, -D +/;(0, 71,1) 
-f[40,1, - D] (1.72) 
其 中 

4,—1/5, 4,- - 432/2835, 4,—512/945, z,= — 448/945 

4,— - 11/405, &,— - 16/81, 4;—172/2835 

S, E. 3 次 求 积 公式 

Jf JX ах 10 К 
Sa 2nT ( +1 


r n+2 


yen - FQ, 0,70 
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-Si CH RS0, 0) + fL, 7, 0 R) = f1,0, 0, 7 R2 
(1.73) 


$13. 小 £i 


作为 结束 ， 我 们 将 从 以 下 几 个 方面 对 代数 方法 予以 评述 ， 

1， 对 求 积 公 式 的 要 求 与 选择 

显然 ， 人 们 都 希望 所 使 用 的 求 积 公 式 有 较 高 的 精度 ， 即 它 有 
较 小 的 求 积 误差 .“ 小 ”的 含义 依赖 于 所 考虑 的 问题 .在 两 个 含有 
同样 计算 量 的 求 积 公式 中 间 ， 当 然 误差 小 的 一 个 是 好 的 . 但是， 
由 于 我 们 还 不 知道 误差 ， 甚 至 不 能 较 精 确 地 估计 它 ， 因 此 比较 公 
式 的 好 与 坏 是 很 困难 的 

在 选用 一 个 求 积 公 式 之 前 ， 应 该 想方设法 对 它 的 求 积 误差 有 
所 估计 ， 一般 说 来 ， 为 此 人 们 必须 对 被 积 函 数 和 它 的 微 商 掌握 一 
定 的 信息 . 

道 常 ， 全 部 求 积 结 点 是 区 域 R 的 内 点 ， 求 积 系数 为 正 的 求 积 
公式 被 认为 是 好 的 ， 并 且 可 以 指望 它们 有 较 小 的 求 积 误差 ， 

求 积 系数 有 正 有 负 ， 并 且 系 数 绝对 值 较 


та) = Је, n) dx du, dx, 
为 大 的 求 积 公式 是 不 好 的 ， 不 宜 选 用 的 . 理由 是 , 因为 
E5-10 
所 以 车 
Eis» ID 


则 将 导 至 大 的 含 入 误差 

求 积 公式 的 结 点 是 允许 选 为 积分 区 域 的 外 点 的 ， 这 只 要 被 积 
函数 在 那些 点 有 定义 就 可 以 了 
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对 寸 低 维 区 域 (例如 %*=2,3) 来 说 ,选用 一 个 合适 的 求 积 公式 
是 不 困难 的 ， 可 以 选用 乘积 型 公式 或 其 它 的 用 代数 方法 构造 的 求 
BRAR. 对 于 常见 的 近 20 种 积分 区 域 在 AH. Strout Hp 中 备 
有 大 量 的 、 具 有 各 种 代数 精度 的 求 积 公 式 供 选用 .对 于 高 维 积分 
的 情形 ,例如 ，%==100, 我 们 不 能 选用 柔 积 型 求 积 公式 ， 因 为 此 时 
求 积 公 式 最 少 包含 2"" 兰 10" 个 结 点 ， 也 不 宜 于 选用 其 它 的 用 代数 
方法 构造 的 求 积 公 式 . 对 于 这 种 人 情形, 我们 建议 使 用 Monte Carlo 
方法 或 数论 方法 . 

2， 非 标准 区 域 上 的 求 积 方法 

我 们 假定 R, 是 可 以 前 分 的 ， 如 果 Rs 是 由 超 平面 限定 的 ， 则 它 
常常 能 被 剖 分 成 % 维 单纯 形 . 当 %=2 时 ， 对 任何 由 直线 围 成 的 区 
域 能够 进行 三 角 剖 分 .在 一 些 情形 下 ， 尽 能 够 被 前 分 成 双 维 方 域 
Bing Mg n HERE AS. 

如 果 R, 的 边界 不 是 超 平面 ， 则 它 不 能 为 % 维 方 体 或 % 维 单纯 形 
ЖИЙ. 对 于 这 种 情形 ， 至 少 还 可 以 利用 Riemann 和 估 值 积分 ， 例 
A, 4-2, RAEL. 2 所 示 . 我 们 可 以 用 和 抵 形 剖 分 将 尺 分 成 小 的 
矩形 区 域 .fC%,》) 在 Rs 上 的 二 重 积 分 可 以 近似 地 表 为 
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> В, f(x, yo 
isi 


其 中 Gas уд, £=1, 2, N, ERE R, 内 部 的 小 矩形 的 中 
心 ， 好 是 含 (xy%i) 的 小 矩形 的 面积 . 对 于 含 边界 的 非 矩 形 子 域 怎 
样 处 理 呢 ? 一 般 说 来 ,我 们 可 以 将 中 心 在 R, 内 的 小 曲 边 矩形 计 入 
求 积 和 ， 将 中 心 在 R, 外 的 舍 去 . 

,还 有 一 个 方法 是 ， 如 果 可 能 的 话 ， 将 高 维 积分 化 成 累 次 积 
分 ,例如 、 当 积分 域 为 如 下 图 所 示 的 Ron 或 R,,, 时 ， 则 有 

b (x) 
hs JG, y) dx =f MN Уо, уду | 


1] JG, y) dx ay=[ [[ (х,у) ds iy 


eo) 
1 
1 
qo 


为 了 近似 估 值 右 端的 累 次 积分 ， 我 们 可 以 选择 一 个 变量 的 求 
积 公式 ， 


图 1.3 


b M, 
f g бю бк У А gG) 
ау, cv exa SÈ 


选择 另外 的 求 积 公式 
w; M, 
[EE fos dy 2) A ook) 
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ЖЕ Exe M ARA. 一 般 说 来 ， 对 于 不 同 的 ?应 选 不 同 的 公式 
允许 的 话 ， 也 可 以 公用 一 个 求 积 公式 最终 ， 我 们 得 到 
[Г res, as ay= 23412) А fers 

ЬН T AER ЕНЕСИН, n 3) 的 类 似 积分 ， 

3， 未 解决 的 问 是 

对 于 给 定 的 区 域 和 权 函 数 来 说 ， 涉 及 到 求 积 公式 的 存在 性 与 
结构 的 许多 问题 还 未 得 到 很 好 解决 . 

Tehakaloff 首 先 证 明了 正 系数 求 积 公式 《全 部 结 点 为 求 积 区 
域 的 内 点 ， 并 且 结 点 个 数 不 超过 N Cr m Qi d /mdy 的 存 
在 ( 见 本 章 $2). Davis 首 先 给 出 了 一 个 构造 这 样 公式 的 方法 . 实际 
上 ，Davis 构 造 性 地 证 明了 Tchakaloff 定 理 (UES. H, 
Davis 的 方法 是 针对 W Gc, y) =1 的 情形 给 出 的 ， 以 后 经 他 本 人 和 
Wilson 等 人 推广 到 任意 权 函 数 矿 (zy 的 情形 . 尽管 如 此 ,我 们 认 
为 应 该 提 到 的 主要 问题 仍 是 求 积 公式 的 构造 问题 
O AEI 给 定 积分 区 域 ， 权 函数 ， 整 数 4> 3. 寻求 一 个 构造 
4d 次 求 积 公式 的 有 效 程序 . 

问题 2 对 于 给 定 的 RW G xo 7,22 和 4 之 2， 导 求 最 少 
点 数 的 4 次 求 积 公式 . 

以 上 两 个 问题 ， 对 于 4 和 3 的 情形 ， 还 容易 解决 .一 般 情 形 就 
较 困难 了 . 特别， 对 于 do3, n2, 最 少 点 数 是 依赖 积分 区 域 的 ， 
有 时 ， 最 少 点 数 求 积 公式 的 结 点 不 全 是 内 点 ， 有 时 ， 求 积 系数 不 
全 是 正 的 ， 有时， 两 者 都 不 能 保证 . 

问题 3 对 于 给 定 的 RoW (x,,x,, z) 842, 寻求 结 点 
为 内 点 的 、 正 系数 的 最 少 点 数 求 积 公式 ， 

显然 ， 对 于 较 小 的 0( 例 如 ，4<d 二 7) 和 常见 的 主要 区 域 ， 解 
决 以 上 三 个 问题 是 有 很 大 实际 价值 和 意义 的 . 

问题 4 对 于 n 维 方 域 、% 维 球 域 或 n 维 单纯 形 域 .寻求 OC) 
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或 Обо) РАКА) Ч AR, ILUC E RR ОКА. 

问题 5 ЕЕЕ И KASS Ey, ERARA MEK 
的 单 和 逼近 多 重 积分 ， 

4 最 少 点 数 公式 

现在 ， 我 们 将 全 部 已 知 的 最 少 点 数 求 积 公式 开 列 如 下 : 

G) 《w+1) 点 二 次 求 积 公 式 是 最 少 点 数 求 积 公 式 . 

Gi) T, ER (n 2) 点 三 次 求 积 公 式 是 最 少 点 数 求 积 公式 . 

Gii) C, 和 5S, 上 的 三 次 求 积 公式 的 最 少 点 数 是 27. 

Gv) 轴 对 称 域 上 的 2» 点 三 次 求 积 公式 是 最 少 点 数 的 求 积 公 
式 . 

G) XEPn22, Fritsch? 给 出 一 个 x 维 区 域 的 例子 ， 对 于 
这 个 区 域 来 说 ， 存 在 (4+ 1) 点 三 次 求 积 公 式 .Fritscb 的 公式 是 最 
少 点 数 求 积 公式 . 

以 上 是 仅 知 的 % 宇 2 时 的 最 少 点 数 求 积 公式 . 

对 于 %=2 的 情形 是 

Gi) S, EP, E; 上 的 6 点 四 次 公式 是 最 少 点 数 求 积 公 式 . 

(vii) Radon 的 7 点 五 次 求 积 公 式 是 最 少 点 数 求 积 公式 ， 

以 下 公式 很 象 是 最 少 点 数 求 积 公 式 ， 但 是 至 今 还 没有 得 到 证 


(уш) Cj, S, EF, E; EMI2)R E UGRERA C. 
(х) Cs, Sss Gs, EF, ;上 的 13 点 五 次 求 积 公 式 . 
G) C, 5, Ej, ELERITECEUGR MASA, 07 
ЖЕТ») AUS SINGER T. EMR 工 中 打上 * 号 的 各 
公式 即 为 情形 viii, ix, x, 
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第 二 章 多 重 积分 与 激烈 振荡 函数 
积分 的 一 个 逼近 方法 


$1. 方法 的 思想 来 源 


1947 年 ， 物 理学 家 A Maréchal 为 了 研究 光 的 分 布 问题 ， 曾 
设计 了 一 种 机 械 积分 仪 ， 他 的 想法 是 这 样 : 令 C, r—a9 (采用 极 
坐标 系 ) 是 一 条 容纳 于 圆 域 玉 (0<* 和 R) 内 的 Archimedes 螺 旋 线 ? 
又 令 f(r,0) 是 一 个 连续 函数 ， 对 9 具有 2r 周 期 , UH IEEE A HE 


近 于 0 时 ， 沿 着 C 的 线 积 分 224 NA 0) ds 便 充分 接近 圆 域 上 的 
重 积分 

f fr 6)rdrd6 
这 个 想法 的 直观 根据 是 : 当 ЖН P 0 时 ， 则 螺旋 线 的 各 图 
在 圆 域 K 内 的 分 布 也 就 越 来 越 密 ， 而 2xe 恰 好 是 相 邻 二 图 的 距离 . 
由 于 被 积 函 数 的 连续 性 , 我们 可 以 将 相 邻 二 图 近似 地 看 作 以 2z 为 
宽度 的 环形 域 ， 于 是 ` 

ла] re, 9)ds 
便 近 似 地 代表 f 在 各 个 圆 环 域 上 的 积分 之 和 ， 也 就 是 说 , EREE 
在 整个 贺 域 K 上 的 重 积 分 的 近似 值 : 

2raf, fc, 94 || fer, 0)rara0 
J.E.Wilkins(1949)，EE.Grosswald(1951) 各 自 证 明了 
lim 2л [оов Je, 6)ndrdó (2.1) 
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现在 ， 我 们 来 给 出 Wilkins 的 证 法 .由 于 存在 着 弧 微 分 公式 
ds 二 (r+ 让 )349， 故 式 (2.1) 可 以 写成 
lim anre, #/ау (Q+ bq. = f б f re, rario 
4 M 3i ye B ГО, 6) 在 圆 域 上 的 最 大 值 ， 则 
IN r[a) (at + r) dr - Je, r/a) | 
«uf [CE ›% -r}dr— 0 (40+ ) 
因此 ， 我 们 所 要 证 明 的 也 就 是 
lim T озат É f f, 0)rdrdó — (2,1)! 
现在 ， 让 我 们 来 应 用 有 关 Fourier 级 数 ; 求 和 法 的 Fejér 定 理 . 令 


2 
S, (0, m if (0,01) + f(r,0- yit qum. 3 


Am (7) = 去 (1- - 10. y. f (1,0) (cosk0 — isink0)d8 
ЛІ Fejer 多 项 式 可 记 作 
S, (r,0) = 3 A. (f) (со$Ё@ + £sin#0) 
k--7(2-1) 


dKFejerzg3H, TEDUBXO-r«R, 0<0<2л Ер noo Ri] 5,7, 0) 
一 致 收敛 于 f(r, 90). ЧЕ 总 可 选 % 充 分 大 以 至 


15,0) -f(r,0)|<- TERT 


从 而 得 
R R 
| ax [for,r/orar- 2x $0 r/a)r dr <š 
(2.2) 
另 一 方面 、 我 们 有 
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| fs. G,r/a)rdr - J mo! rar| 


«тра 
= E [м G) (cos? + i sint Jar] 


由 熟知 的 Riemann-Lebesgue 定理 ， 可 知 于 4 一 0+ 时 上 式 的 右 端 
趋 于 零 ， 因 此 ， 令 a 充分 小 时 可 使 
| 2х s erf rdr- ола, rar|<s 0,3) 


注意 由 donC7) 的 定义 可 知 
R т ГЕ 
зл]; A G)rdr =f NZD. 


因此 将 不 等 式 (2. 2 和 (2. 3) 合 并 ， 便 得 到 
| ax ооа | f fer tr dr 09| <e 


这 隐 含 了 要 推 证 的 等 式 (2. D. 

公式 (2.1) 的 意义 显然 在 于 表明 圆 域 上 的 重 积分 可 通过 R 积 
分 的 极限 来 表示 . 把 这 个 想法 加 以 发 展 ， 也 就 自然 使 我 们 想到 有 
可 能 将 任意 一 个 展 布 在 24 维 球 域 (或 立方 域 ) 上 的 2p 重 积分 通过 及 
重 积分 的 极限 来 表现 ， 这 一 想法 果然 能 够 被 证 明 是 正确 的 ， 并 且 
还 可 以 进一步 求 出 24 重 积分 与 4 重 积分 间 的 逼近 差 . 这 就 是 下 面 我 
们 所 要 论证 的 一 个 基本 引 理 一 一 它 成 为 多 重 积分 的 一 个 新 的 逼近 
方法 的 基础 ， 


82. 基本 引 理 
对 于 定义 在 # 维 区 域 D 上 的 连续 函数 7FCxo Xas 3%o)， 我 们 常 
用 @(/ ) 去 表示 它 的 连续 模 数 ， 即 
ФСР Öis, On) = тах |/(ж,, Ka) ЈО, | 
[а — xi | <ó; 
ХУН ELSE ФУ Jp EO M, ---,0<zx,<1.3 Y Т, 
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有 时 用 一 个 x 代 表 一 组 变量 xz，…9% ХОМО 代表 一 组 变量 
(Nx, n, 《Noxo?， 其 中 人 x> 恒 表 非 负 实数 x 的 分 数 部 分 ， 亦 即 
(x) zx- [x]. 
A CQ. x VO3tRV.x V, ERRIN SE RB fO, nus 
Унт Yn) .现在 研究 积分 
= Ја mt nsa dn did dos 
° 0 
RESTE. dd 
n n CO m sn Cf) I 
其 中 
T, a... (f) zi effent ON, 7, 
(NM) AX dx, 
引 理 1 对 于 任意 的 JEC 和 正 整 数 Ni 20 —1, n) 成 立 
着 不 等 式 
<p I.f и AIA- dt. 
lon, UD] en ff [po Ba - pana, 
(2.4) 


此 外 ， 有 非 平凡 的 2% 元 函数 J EC 使 得 上 面 不 等 式 中 的 等 号 成 立 . 
证 经 适当 变换 可 得 


Pus (0 №) [' tec Ea 


QD Yn > Jav». 


Иж 


at DEL 


UNS 
Zn CH А py rtt Yn) X 
Na 
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x da,--- dx, 四 y dy, 


СЕ SLE 
efe) frg 


k, 
„ x уь y. dto САС -dyn 


(2.5) 
从 而 可 得 


lon, f) БК) o(f М» S x) 


x йа - t) dt,-..di 


ЭЕТ EEES SER KR Ao da 
25 , 2k 


Eri x, y) =X + - N y- EA 


hoi G, y) = — x 2+2, 
ч 


ТЕ 


| 8692, e Е N;x-k<y<1 
i 


9; (%,y) = | 


Iu, GG у), #-у-<» e 0<y<Niz- k 


k=0,1, =, Nj-1 
设 
(Yi n uy y Yn) = Ўто) 
WA CC, oC 4,66) = 二 十 … 二 加 把 它 代入 (2.4) 式 
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的 右边 ， 得 
“Ыы ы. pa - £t, 
vf, - o (o orm) a tod 
геа 
за N; 
利用 (2.5) 可 以 求 出 ，pwi .mw CA 也 有 相同 的 值 .因此 式 (2.4) 中 


等 号 成 立 .证 毕 . 
引 理 2 ”对 于 任意 的 正 整数 NN,,…, NS 
Own = sup Pics e PL. e 1 
eigo r un o(f wx) 


成 立 . 
事实 上 ， 由 (2.4) 立即 可 导出 Ov... Sl. RER gO) 是 


Co, оо) ЕАУ ERR А о, у Је ХШ 


其 中 0 <a< 1. Жж 
xb ар n Y) -X«( %- +) 


ЖАЛЕС. 对 于 该 函数 有 


l > 
Ion, CP] _(@а+1›2° 1 N: __1 
E XE vol | ctl 
of NUS №) АА Ny 


因为 c 可 以 任意 接近 零 ， 于 是 6w…w>> 1 .证 毕 . 
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由 引 理 1 和 引 理 2 立 得 下 面 的 
基本 引 理 ”对 于 任意 的 /EC 和 正 整数 Ni>2 Golem 
成 立 着 不 等 式 


lov, (| <e[ fs qoc) (2.6 


设 o( 加 ，…， 如 是 给 定 的 ?元 连续 模 函 数 ， 以 瓦 " 表 C 中 适合 
QCfy Б) KO ОНГО Р. 我 们 研究 
量 


ENN, (H°) = sup pu, C] 
fcu? 


的 性 质 . 对 于 OCs 42) =t, t LIBE, ig Не Н". 此 
时 ， 根 据 引 理 1 的 证 明 ， 显 然 成 立 着 下 述 精 确 等 式 


Sl 
Ц = 
Ene aL OI = EX 


对 于 一 般 情 形 ， 我 们 有 下 面 的 
定理 1 设 No e N A TERE RG, ОС, …， 加 ) 为 给 定 的 连续 模 ， 


ana er] oss de ana 


sog mE: x) (2.7) 
并 且 0 仅 与 。 有 关 . 
证 EH”, WA 
Mae 
` T7 „+ Е, 
a Sus iss "E » Jos) 
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Ni -2 N,-—2 Wy 
т 2257 > | 
1 PERLES: 
5, 
"EET 
1 2 


-f Хоу Уо vd 
LLL 


ax, Jaydy + O- TE 1.) 
而 0 XS odi. mi 


[ому ws СГ) | <= o (ч, ә, and, 


BUR. DRESEN. 
现在 证 明 式 (2.7) 的 右 端 和 左 端 . UC s n) ENTAME 
BER ATER, CHAME- e 0,-у- ] [0-8] 


N, 
xx [05 x7 ] 上 & 的 定义 如 下 ， 
ay) [0,51] 
gC с) = 1 1 4 
о (еа ч) nea ж) 
7=1, E 


m ai - = yaya 
Jo Gu t Yay Yn) e(a NUR ) 
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那么 有 EC， 并 且 不 难 见 到 EH*. 对 于 它 有 


1ow n UL sff o C x at, dt 


由 是 可 见 ， 式 (2.7) 的 右 端 入 左 端 . 证 毕 . 
推论 1 设 /(%,》) 是 定义 在 方 域 0<*,y<1 上 的 任意 一 个 二 
元 连续 函数 ， 则 
lim Је, cn) dx =f. [res waray (2.8) 


推论 2 Ол, у) ЕЁ Lipschitz 条 件 
с, у) - fe,» | <А |х- x'| 0 <x<x'<1 
Jnd 5j yCO0 <у< 1 ) 无 关 的 绝对 常数 ， 则 对 一 切 整数 
NN 二 2 有 
if [fes asy - | res, «Муф <4 (2.9) 


推论 3 《Maréchal-Wilkins 定 理 的 改进 ). 设 8(",9) 是 定义 
在 圆 域 5(0 <r<R, 0 <0<2л) 上 的 任 一 连续 函数 ， 且 是 6 的 
2 周期 函数 ，(*,6) 表 极 坐标 . 又 记 
Ф,(д, ó") =max 120,0) -g(r',0)|, |r-*'| <ó, 


[8-6'|<д' 
ШИЖ >? 有 
[г cn i 0o 
«i fac Do (gs S 0 ) + Mo 
其 中 M, max |go,0)l. 
MERE RI a, 
87 


n-gt = 20,290), =f@ 09) 


如 是 函数 fx,,9,) 对 09, 而 言 便 具 有 周期 1, 并 且 立 即 得 出 
[0 DaS =2xR:[ f (,00drd6, — (2.11) 


ШЕ зл) rdr z2xzR* [ре №)", 


-2xR* ре <Nr,>)dr, 


(2.12) 
记 平面 区 域 0 <х<1, 0<у<2л 为 A4， 则 容易 得 出 " 
1 
(1-1) 


o(^ 1, 0) = max |С, з) ge^ oo? 


<шах| Кх,уух- guts y) |x + тах|&(Кх', у) [2-2 | 
<a (gs А о)+М,\х-х'| 


«Qe Dolg 起 о)+м, y 


因此 根据 式 (2.1D 和 (2. 12)， 利 用 基本 引 理 便 得 到 式 (2. 10). 
如 将 式 (2.10) 的 左 端 与 式 (2.1)' 左 右 两 端 作 一 比较 ， 可 知 推 
论 3 乃 是 Marechal 一 Wilkins 定 理 的 一 个 精确 化 . 
不 难看 出 ， 就 4 二 1 的 情形 而 言 ， 只 需 在 基本 引 理 的 证 明 中 取 


Ax A%= 放 (B80)， 等 等 ， 便 可 以 得 到 


в 
lim Гло, аак Гак усл, уду (2.13) 
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ЖЖ fo, y) ЕЕ а<х<8, 0 <y<1 上 连续 的 一 个 函数 . 
借助 于 式 (2.13) 还 可 以 得 到 如 下 的 
推论 4 < fG,y,z2) ECD), Di 表单 位 立方 体 , 则 我 们 有 
lim lim fl, Ox», «хуйх | fr (х, y, z) dxd ydz 


Heo \з= 


其 中 一 co，kh 一 co 系 假定 通过 正 整 数 序列 . 
从 基本 引 理 也 可 以 推出 这 个 推论 . UE —2, N, =N, =u, 则 依 
式 (2.6) 有 
f Í [ fire» 2)dxdydzdu = lim Í firen cuxy)dxdy 
(2.14) 
我 们 知道 p y) =S, y, 《px》) 是 一 个 有 界 函 数 , MERNE 
形 域 -<x< 尝 ，0<y<1(v=1,2，…14) 内 显然 是 连续 的 . 因 


此 应 用 式 (2.13) 我 们 有 
J [es y, ay a6ay= Xf 


=> Jim f и fx, №), Qux)dx 


yl hem J( 


1 
fez, у, «ux»)dy 
(›=»1)/ 0 
Е 1 
= im | fx, x», Qux»)dx 
Meo Jo 


这 就 完成 了 式 (2.14) 的 证 明 . 
顺便 指出 式 (2.8) 中 入 与 此 处 的 ，k 无 需 限 定 通 过 整数 序列 . 


还 值得 指出 的 是 ， 推 论 2 中 式 (2.9) toii (T) 


不 能 再 改善 . 事实 上 ,车 取 feine 则 容易 算出 
f f xydxdy - f «(Na del = 


故 恰好 具有 N 的 阶 ( 当 N 一 co 时 ). 


m N=2,3, 
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83. 约 化 原则 及 其 应 用 


一 个 展 布 在 Fa,-: 上 的 2#- 1 重 积分 显然 总 可 以 表示 成 区 域 Fa 
上 的 2% 重 积分 ， 亦 即 


ff, Јода = ||, f G0 dx, акъ dz, 

257i 2n 

因此 由 82 中 的 基本 引 理 ， 我 们 知道 凡是 区 域 。 上 的 重 积分 者 无 
不 可 以 近似 池 约 化 为 [ 25 t ] 重 的 积分 ， 而 误差 可 以 由 被 积 函数 


的 连续 模 数 才 出 . 
为 了 简单 起 见 ， 我 们 假定 从 重 积分 近似 地 纵 化 成 | 71- | 


=k 重 积分 时 ， 在 新 积分 中 被 引进 的 & 个 大 参数 均 相等 ， 即 М, = 
№, =. =N. 如 此 ， 每 用 基本 引 理 约 化 一 次 ， 便 需 引进 一 个 新 参 
数 ， 而 且 一 个 x 重 积分 顶 多 只 需 连 续 约 化 [log,n] + 1 次 便 可 以 得 
到 一 个 相应 的 单 积分 ,现在 把 这 个 原则 明确 地 叙述 如 下 : 

BEE s) (三 3) 是 V, 上 的 一 个 连续 函数 ， 而 对 于 变量 
Zaty Xo 面 言 各 具有 周期 1. 令 3 为 一 正 整 数 而 使 得 3:<%<29 
则 经 过 S 次 约 化 便 可 将 多 重 积 分 


Í, Fe du, 


约 化 成 一 个 定 积分 | #Cxi)4xi， 而 具有 一 个 误差 项 PCNw'… 


Ns). 此 处 PCVb…Ns) 一 0(Ni 一 co)， X9 (0 х, B REEL 8: 
续 函 数 ， 其 中 包含 着 S 个 大 参数 NN,,…, Ns. 更 精确 地 说 ， 我 们 能 
LZ E 


1 
Jf, Fa, a, = ed dr + О, S Nə 


WEY) = ЕО Уу 3-0». Win, тә Ун ОЈО T 908925 7 1 
90 


个 符号 

(NON, CH М, д) 22) 1v v LVLS 

1<1<5 

"mao - Р РЯ). 

不 难看 出 ， 函 数 开关 于 诸 变量 x:，…，% 的 周期 性 条 件 足 以 保 
证 % 的 函数 Xi) ЕС, Уз» ++, у.) ЖЕГЕН] 0 <x,< 1 上 是 逐 段 
连续 的 ， 为 说 明 这 个 事实 ， 以 = 4 为 例 即 可 ; 因为 事实 上 推理 
原则 完全 适用 于 一 般 的 情形 . 假设 定义 在 V 上 的 四 元 Ж SR 数 
Ji X х) RA HEES Ao Xs 0, z) mf, y 1, 30» 
JG Xis Xas 0) mf, z) Xs 1)， 则 容易 验证 p(xi，%) = 
1000, Xy OA, их, У) 5 JE Cr, 20) BO E EE ER, ТПО) =p G, 
Qv») xf C», Qu», QiOI200) IP Jex iit] XE BE XE BE PROC, 
其 中 入 ，h，v 可 以 是 任意 正 整 数 .此 外 ， 还 不 难看 出 ， 如 果 再 进 一 
PIRSA 0,3, x) =f(X1，1，%s,%)， 则 此 时 WC%) 就 不 只 是 
按 段 连 续 ， 而 成 为 连续 . 

从 上 面倒 述 的 事实 看 来 , 可 知 为 了 使 # 元 函数 的 n 重 积分 能 最 
后 地 约 化 成 单 积分 (当然 带 有 一 个 误差 项 )， 那 么 被 积 函 数 对 于 其 
中 某 %-2 个 变量 具有 周期 1 的 条 件 也 是 必需 的 . 事实 上 , 就 一 般 的 
情形 而 言 , 利 用 基本 引 理 约 化 一 次 ,新 的 被 积 函数 就 可 能 已 经 不 连 


续 ( 而 只 是 逐 段 连续 ); ЖИЙ ЖАЙ, WEE ж, = ру (1<v<N;- 0) 


等 处 不 连续 ， 所 以 ， 我 们 的 普遍 约 化 原则 只 能 对 于 连续 的 多 元 周 
期 函数 的 多 重 积分 才能 近似 地 约 化 到 单 积 分 为 止 . 但 是 ， 若 我 们 
考虑 的 乃 是 展 布 在 % 维 球 域 上 的 * 重 积分 ， 则 被 积 函数 中 的 某 2 2 
个 变数 具有 周期 2r 的 条 件 将 并 不 成 为 实质 性 限制 . 因此 就 超越 球 
域 上 的 多 重 积分 而 言 ， 我 们 的 约 化 原则 却 显得 有 更 大 的 普遍 适用 
E. ` 

从 近似 计算 的 观点 来 看 ， 当 我 们 用 基本 引 理 将 2x 重 积分 近似 
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地 约 化 为 % 重 积分 时 ， 为 使 所 带 来 的 误差 较 小 ， 则 对 大 参数 NN,， 
为 ,的 选取 也 是 需要 讲究 的 .通常 为 了 能 比较 容易 地 计算 wn 重 积 
分 


Í, ух, «Nxoda, dx, 
起 见 ， 我 们 一 方面 希望 话 N, 不 要 选 得 过 分 大 ， 而 另 一 方面 又 希望 
误差 变动 的 范围 一 20 (A -4-—,--,-у—, 0, = 0 ) 尽 可 能 地 


小 ， 因此， 我 们 自然 有 必要 予 先 观测 一 下 函数 值 /(%;,…, х,у, 
э Yr) 沿 着 各 个 % 轴 方向 的 变化 快慢 如 何 .假如 沿 着 和 % 轴 函数 值 增 
减 特 别 快 ， 则 就 有 必要 把 相应 的 N, 选 得 特别 大 一 些 . А 

应 用 上 述 的 普遍 约 化 原则 ， 能 将 多 重 积分 的 近似 计算 问题 约 
化 为 二 重 积分 或 单 积分 的 近似 计算 问题 .特别 ， 若 将 约 化 原则 应 
用 于 低 维 积分 的 情形 上 去 ， 可 以 得 到 一 些 有 趣 的 结果 一 一 也 就 是 
如 下 的 一 些 命题 ， 


f К» RH n Qux), Ox»)dx pC, u) | 


其 中 100, i| «oo; 1, 0)+ә e + 0, 0), 9-9 =/G, 


证 ай fa 0 КК жа ык, fen, ал, сууу 
是 x 的 逐 段 连续 函数 ， 现 将 所 考虑 的 三 重 积分 表 为 四 重 积分 ， 


[ | [ f (z, y, z)dzxdydzdu 


则 连续 两 次 应 用 基本 引 理 ， 便 获得 了 定理 2 的 结论 .证 毕 . 
我 们 知道 lim lim pO, в) = 0 ， 因 为 
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limo (p, 1, 0)=0 lim o (f 1,0,0)=0 


因此 只 要 参数 ，k 足 够 大 ， 便 有 


уе» 2 dxdydscs [ус «пху, Qx»)dx 


[[[[ужфё- f rns ato, comae] t (^ m) 
证 首先 ， 根 据 定理 2 有 
If f ranas - f ух, (ON?x», «тюу 
со (ñ 19,0) (p 9) @ал®, 

Wb ф=фи=/ 05 y, (Nay). 现在 让 我 们 来 估计 офу N7*, 0). 
为 此 我 们 取 定 这 样 一 些 闭 区 间 五 =[ s p) moz. 
于 是 对 于 同属 于 某 ~- 区 间 五 的 二 点 x 和 xs"， Ble- | <N, 
p Nx» -NOl «N^ 从 而 

f^, Nz) = Gy, (| (f aes 0x) 
在 另外 的 情形 ， 我 们 总 可 以 假定 zxETo Є» le-z|< 
N-i Uk, ЯШ ichs Z= N ее eO ete 
«N7), HARR 

|, y, Nx») - fe, y, «N2»)| 


< | fac, y, Nx) — (x, y, Nx») | + [fen y, Nx) 
Јоу, №) | 
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< (у-ү 0, 0) e |fG6,y, Neo = fe, 1- Neo] 


<o (^ Hs 00) 1/05» Neo - fe», 02] 


+ |fG,y,1) - fe, y,1- Ne)| 
«o (^ т» 0,0) +29 (^0, 0,1) 


«(o ded) 


这 样 ， 我 们 便 有 结论 oC9; N, 0) «3o($ N71, 0，N-D0. 以 此 代 
入 式 (2.15) 的 右 端 ， 便 得 定理 结论 .证 毕 . 
显然 定理 3 要 比 定理 2 更 合 于 应 用 ， 因 为 定理 3 中 的 单 积分 
只 含有 一 个 大 参数 ， 并 且 两 个 积分 之 间 的 站 过 程度 有 着 一 个 简单 
的 估计 8@ Cf; N, 0, №). 
假定 我 们 所 考虑 的 三 重 积分 是 
J-[f[ Fe,ə,oydo 
此 处 (x,p,9,) 表 球面 坐标 ，F(r,g,9) 是 定义 在 球 域 0A(0<r<R， 
0<qg<x，0<9<2x) 上 的 连续 函数 . š 
显然 ， 通 过 如 下 关系 式 
F(r,9,0) =F(r,2x - ,0) 
F(r,g,0) =F(r, p+ 2kn,0) =F(r,¢,0 + 2Ёл) k—1,2,3 
我 们 恒 可 将 连续 函数 PG, 9,9) 的 定义 范围 扩展 到 o*(0<r<R， 
0<ф< со, 0<0< оо); :这 也 就 是 说 ，F 在 保持 连续 性 的 要 求 下 可 
以 延 拓 为 p 和 6 的 2л 周期 函数 .于 是 可 表 


1 25 2л к 233 
7= 了 | dof'Fo, 9,0) r^ [sinp| dr 
рр 
=2x R Í | fre», z)dxd ydz 
04040 
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此 处 f(x,y,z) —F(Rx,222,22y)x^ |sin(22z)| Їй f(x, y, 2) 显 
然 对 y 和 z 具 有 周期 1. 

现在 为 了 能 够 利用 定理 3 , 我们 需要 估计 2(f;N™',0, N. 
Axa, z! Ш РАВ |е |, |z z] NT, 则 有 
如 下 的 估计 

ol fi N~, 0, №!) —max F(Rx, 212, 21) x? |sin (22) | 

- F(Rx', 27z', 21) x" |ѕіп(2л2') || 

R 2x 
м N 


<o (Е; i 0) |x*sin(222)| 


+ Мр |х25іп(2л2) — x"sin(222)| 
R М 
<o | F; N A 0) + Mel - x” [sin (222) | 
+ My|x'|*- |sin(2z2) — sin(2z2^)| 
R 
«(n e) ene d 
* 2M y |sinz(z — z')cosz(z + z!) | 


<o (Fs E, Z, o)« Mel +2Mr 


ins] 
Sin, 


N 
<(R m l 1 M,l 
<(R+ D2r+ Do Py yw, x, 0) +(2 +27) FN 


N22 
KM FELE, y, 2) = Е(Ех,2лу, 222) ^ |ѕіп(2лу)|, BB 
不 难 证 明 
olg N~, 0, №!) «qae 1) Qz € 1)9(,N71,0, №!) 


1 
+ 2M: y 


现在 将 定理 应 用 于 积分 J 便 得 到 下 列 两 个 定理 ， 


Hd IULII Pose =PO 27-90, 县 对 9 和 9 具有 用 


иЕе „Ро, odo- J pms, 2zxNx, 2x N'x)x* 


x [sin(2z Nx) | dx | 


вісе D c * l)od N^, NÀ 0) + G-DMr Xl 


定理 5 在 定理 4 的 同样 假设 下 ， 有 


= Јо, 9, 0)do - Í F(Rx, 253 N?x, 213 Nx) x? 


х [зіп (ол №) | dx | 
<в{ + D (z * torn, 0, N75 + м 


另外 ， 我 们 如 果 令 
JG, Y, z) = F(Ry, 21x, 222) y? |ѕіп(2лх)|, 
并 采用 与 前 完全 类 似 的 方法 ， 则 不 难得 到 估计 
alfi N7,0, N^) < (2л + D'o(F,0, IN-5N-D+27MFN- 
因此 又 有 下 面 的 
定理 6 在 定理 4 的 同样 假设 下 ， 有 


ае m0 00 | ғо, 


2лх, 21 Nx) («№х))° |ѕіп(2ла) | dx | 
< 4 {Ол + D'oCF30, N71, N-) + 2rMrN-!} 
定理 4，5， 6 显然 都 说 明了 我 们 总 可 以 利用 含 大 参数 的 线 
积分 的 极限 去 表示 球 域 上 的 三 重 积分 ,例如 定理 4 隐 含 着 极限 等 
式 
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lim av R° f F(Rz, 22 Nz, 2z N2)x2 |sin (2x Nx) | dx 
No 0 


=], F(r,9,0)da 


这 个 极限 式 可 以 看 作 是 Narechal-Wilkins 的 公式 (2.1)' 拓 广 到 三 
重 积分 的 情形 ， 当 然 它们 之 间 并 不 存在 包含 的 关系 . 

显而易见 ， 定 理 4 与 定理 5 中 的 线 积分 中 的 被 积 函 数 都 是 
的 连续 函数 . 因此 当 入 取得 足够 地 大 而 使 得 Ro 《Fy N, N, 0) 
+ МЕМ! Ro(F,N7!,0, N) + ММ! 足够 小 时 , 便 可 利用 定 
Яй 4 或 定理 5 中 的 连续 函数 的 单 积分 近似 地 去 计算 球 域 "上 的 三 
重 积分 .更 一 般 地 ， 如 果 直 接应 用 定理 2 ， 则 我 们 将 得 到 如 下 的 

zeef’ Е (Rx, 2xÀzx, 214) х |sin(21Ax) | dx 


«fff. F(r,9,0)do 
此 处 我 们 假定 先 取 A 足 够 大 ， 然 后 再 选 & 充 分 大 . 


$4. 基本 展开 定理 


由 Maréchal 机 械 积 分 仪 所 依据 的 数学 原理 ( 即 线 积分 逼近 重 
积分 的 原则 》 所 引出 的 一 系列 发 展 中 ， 最 具有 丰富 概括 性 的 成 果 
之 一 ， 就 是 关于 下 述 形式 的 积分 

Je, Qx»dx 


的 渐 近 展开 方法 . 设 为 任意 一 个 正 整数 ，) 为 任意 一 个 正 数 . 则 有 
下 面 的 


1. 则 
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NOS dx =[ | /Gwardy 


AS E 
+5) (1.0) а 
ША", feta» 80-4 


- Ге (0, y) B,C »4] 
- г х+1 
Т " f “ |е fe? (EBAY ~ Mods 
(2.16) 
supe = x y fe, y) , Ву) Жу ik Bernoulli 5i 


x. 
证 写 


a, (x) RT t foD Cx, y)B,Cy-MOdy (2.17) 


我 们 有 
-p At. 
аа а) [ [^ aB -Dy 


- eoo, B,Ooydy (2.18) 


另 一 方面 ， 由 关于 含 参 变量 积分 的 Leibniz 求 导 法 则 ， 
-v (Mee 
ао) А (7 remos Bor А) ду 
A uL )B, „(уһ 
KCESSIBIM sV) Br- Y 54 


+ E [/ 6719 (x, Ax + 1)B,(1) 


— 7950 (x, À) BC] 
由 于 SOO Go) XT УЛЫЙ, 以 及 B,(1) = B0) (22), 
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B,G) - B, a =, 在 上 式 中 
-v+1 [ fe9 (x, Ax + 1) B, (1) — fe"59 (x, Ax) B,C)] 


" (2<v=<r) 
dfe) w= 


216,0) 74,0] -Xf«o 


=-/,*[ Feds [re vods 


А: 1 +1 
A arf fm DB, -mdy 
| ° м 


Јо, уу) ЖЕР ?在 任何 一 个 周期 上 的 积分 都 相等 ， 所 以 
[ ze, Ax)dx— [у x, y)dxdy + 51,0) -а,00)] 


- г Axel 
а [fomes By oy 
° x 


71 
олерде ре 


jo x») dx а=] че dxdy 


+” реа, 9B, Y-A) - 790,5 Body 


=! vt 


,3) B. (y - jx) dxdy (2.19) 


т 


dE PSO =fG,D, Wc. ARERIA tst 
《2.16) 得 
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Le, Quo) 4х= | | fes уйнау 


v +1 = 
AX fea WEY -Nay 


e fr (0, o»B,o»dy] 
м" )x*i A = 
s ах [^ pea o») Вуду 


(2.20) 
式 (2.20) 中 有 了 两 处 Bernoulli 多 项 式 已 改写 成 Bernoulli 函数 ,之 
所 以 可 以 如 此 是 因为 其 自 变量 位 于 (0,1) 中 . 这 样 一 来 ， 积 分 


[avt f nav stri ta 1 的 周期 函数 ， 故 而 


这 两 个 积分 又 都 可 以 写成 | d, 这 时 被 积 函 数 变 元 位 置 上 的 Gy 


可 以 写成 ?， 式 (2.20) 成 了 式 (2.19) 
34 Ја, 0) = 05, D ZR TERI БО, fG € y>) 在 [0,1] x 
(~ ce，co) 上 仅 为 分 片 连续 的 ， 这 时 ， 反 省 定理 7 的 证 明 ， 我 们 


деканати (1, E)N oD E= 2 ien 


ga, 天 成 两 个 积分 之 和 | ay + f d, DARRAR 
分 用 Leidn EM, Jn AU THE зенне EN 


INA оов] j OE 


EX [Uca »&o-» 


- vl 


=S (0, y) B, y)] dy * 0.77) 
(2.21) 
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证 由 徐 利 治 扩充 的 (参见 文献 [90]， 第 262 页 命题 154) 
Fejert*? 引 理 ， 当 和 一 co 时 


lim [ = Af. [fos (х,у) B,Cy - Mx) dady] 


- А, [eme »B.o- w)dwdxdy-— 0 
证 毕 . 
对 区 间 [0, 1] 上 的 连续 函数 p(y) 以 及 区 域 [0,1] x [0,1] 上 的 
二 元 连续 函数 g(x%,y)， 记 
[ON sit ТП naa, 
lel = / f oora » 11= J NE 
定理 10 在 定理 8 的 条 件 下 ， 写 
о 7 |, f fendsty EE [tr mauoBo-» 


=S" (0, y) B,.Cy) dy (2.22) 
时 ， 成 立 不 等 式 


|f rers oem - 8.0 | 


-r r-1 2r B, C<->) n 
c J scire e) wet 


-By - By- - 
+ [ас ËB CD pewa, o] 


(2. 23) 
车 入 为 整数 ， 则 不 等 式 (2. 23) 的 右 端 简化 为 


туз By ү ps 
i 2c n7 elm. 
证 85x (2.19) 8102.22), 
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fro xp dx - S, 0,3) 
z -A f. f SOY (к, у) [B.G - M) - B, (y) ] dsdy 
+ M aa, [By -M - В,Су)]4у 


对 上 式 右 端的 两 项 分 别 应 用 Cauchy 不 等 式 ， 经 过 如 下 的 计算 即 
得 不 等 式 (2. 23). 


& 

à By M) - B, ()tdxdy 
==]; а f (В,(у- Ax)! - 2B,(y— Ax) B, (y) + B,Cy)*) dy 
a2 [zz =Э(у= 
= f. a f (GC) - B Cy X) B y)dy 


=з {9-1 8 vay) 一 -Bi (У- №) 
0 0-0 


+у-1)| 
В, 
X GVT 
Lay ВО) ~ B,,C(y- M) 
+n | Ë= an a9 ay ae 


әс-1у-1 [ Br- Bac -Àx) 


Be g ВС 
(2r)! (2r+ 1)1A 


=2(-D 
1 T. zm 
=Í [| 0-0 -5o»'ay 

=A f Go» -Всу-у)В,су)ду 
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lr „Вит BC 
=2(-1) 71 
证 毕 . 

定理 11 设 pC%) 是 区 间 [0,1] ыыы дын 而 


ys 
1 1 
s=f m vOOdx 


Du 了 [er ^q f" VG) B,( - M)dx 


1 
трио f seo Boo dx] 


мао 
1-=5,+ ОО”) 
其 中 
OC = -2 C (x) Јов (t -Ax)dtdx 
===). ñ Я 
又 有 
1=5,_,+ OA’) 
其 中 


элде" эы Же. АУ 0 
paia [5c UE + буу 


ed 2c n7 Br BeK) "о Ill 
(2.24) 
证 这 是 于 定理 7 、 定 理 9 和 定理 10 中 fG, y) =gG) * 
УО Ж. 证 毕 . 
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例 ( 见 文献 [11， 第 265 页 ) 倘 要 计算 积分 
r=f' cos(2zx)sin(25zx) dx 
则 可 于 定理 11 取 (X) = cos(2rx)， Yx) —sin(225), №=12.5, 
r=2m+ 1， 从 而 得 到 了 的 近似 序列 


XC. D'Qz)9: / 2 Viet d 
S, = GA- DI (2) I 


d a 2 25-1 m - 
=12(2) 69=1,2,8,-) 


由 于 
le?l22 Èr, ii TJ; 


[Bx] 1 
G) piye 2d RU = 22'-1д2ғ 


所 以 由 (2.24) 大 致 上 有 
I- Sal (2) (1 +1) 


由 是 得 
pens 00067, |7 = S,| <0. 00000449 
EKE, S 175g =0. 0254648, 


ec 1+ (2 2 Spa =0. 0256278, 


1=(1- Xx —0.0256288, АШ 


1-5,—0.00016, 1 - $,—0.0000010 


1D) 文献 C1) 中 的 Ss 和 5S 数值 计算 有 误 ， 因而 误差 比 此 界 大 。 
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可 见 定理 10 和 定理 11 的 余 项 估计 式 (2.23) 和 (2.24) 是 十 分 有 效 
的 . 

当 入 = 为 正 整 数 时 ， 由 定理 7 立 得 下 面 的 

定理 12 RITER IERD, - oo 


ET fs dx dy 


+ Дъга) 62, mtn. 


аз»! 
Жерде. TRR 

AUT осм) 
3F Bo, f ERO 


«(1 DNETSTEE та D Е 78 a 


$5. 一 类 重 积 分 的 近似 计算 问题 


下 面 我 们 要 利用 展开 定理 12 来 讨论 一 类 有 界 区 域 上 的 重 积分 
的 近似 计算 问题 . 

令 6 表 示 一 个 平面 区 域 ，0 «xx 1, 00) <у<фб(), XB 
VW(%) 与 $9(*) 是 单 值 移 连续 函数 或 可 微 函 数 . 记 

66026600 ~ (0) (0<x<1) 

仍 采用 前 面 的 记 法 ， 令 《x>=* 一 [x+] 表示 实数 + 的 分 数 部 份 ， 其 中 
[r] zem. 

不 难 验证 ， 连 续 函数 fGr,y) 分布 在 区 域 5 上 的 重 积分 


[[ re pas 总 可 以 用 如 下 形式 的 单 积分 


" 
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[reri + 069) (Nx>)0 (xz) dx 


去 逼近 它 ， 其 中 N 是 个 大 整数 . BE, МАКИ, 上述 定 积 
分 的 数值 计算 又 成 为 困难 之 事 ， 因 为 其 中 出 现 了 激烈 振 葛 型 的 被 


积 函数 ， 而 且 被 积 函数 还 往往 是 不 连续 的 ， 例 如 x= 方 ， 凡 ， 为 ， 


КЫ 等 处 将 是 不 连续 点 ， 因此， 需要 考虑 的 问题 是 : 怎样 
改造 被 积 函数 使 它 成 为 连续 函数 ? 应 该 引进 怎样 一 批 附加 项 才能 
使 得 单 积分 中 的 六 即使 选 为 较 小 的 整数 时 也 能 很 好 地 HE 近 ER 
分 ? 下 面 即将 指出 ， 第 一 个 问题 是 容易 解决 的 ， 而 定理 12 中 的 展 
开 公式 及 有 关 余 项 估计 正 可 以 用 来 解决 第 二 个 问题 . 
容易 看 出 
[[/45= f dx r^ f Gub G0) + D di 


ef dx |е, вад +0(х) у) (а) йу 


需要 注意 的 是 ， 公 式 (2.27) 既然 是 用 来 计算 重 积分 ， 那 就 不 
能 把 N 取 得 较 大 ， 以 免 对 单 积分 | 中 G, Na) dx 的 计算 增加 困难 . 


事实 上 只 要 适当 添加 几 个 定 积分 (也 就 是 适当 选取 wp， 就 可 以 
将 Y 取 得 较 小 . 公式 (2.2 人 的 主要 意义 ， 在 于 它 提供 了 一 个 构造 6 
区 域 上 的 近似 求 积 公 式 的 途径 ， 因 为 适当 选 定 了 N 和 ‰， 再 把 定 


积分 用 机 械 求 积 和 代入 之 后 ， 即 可 得 到 关于 | | as 的 近似 求 积 公 


T зне Ба га, заз АА 
式 显然 是 值得 的 . 公式 (2. 27) 对 各 种 形状 的 区 域 都 适用 , 这 是 它 
的 一 个 优点 . 当然 区 域 的 边界 曲线 y=#Cxz) 5 y 6 00 必须 是 高 
度 光滑 的 曲线 才 行 .特别 ,如 果 (%) 三 0,$(%) 三 1， 则 (2.27) 中 的 
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展开 式 便 简化 为 定理 12， 其 中 Ow=pm-1 08 (N). 

下 面 我 们 来 讨论 一 类 重要 的 特殊 区 域 . 对 于 函数 0(*) — 000 
一 上 (%)， 如 果 OO =6(1) =0, ШКЕ 6 (0<x<1, YASS 
$(%) ) 也 就 是 由 一 对 曲线 相交 而 成 的 区 域 , 如 图 2.1 所 示 


y=9(x) 


фо), фо) АЖЕК ЕТ, Ф' (0), PY (0), WO) 
均 为 有 限 值 ， 因 此 在 点 (0，%(0))，(1，%(1)) 处 不 能 有 垂直 切 
线 !， 所 以 由 光滑 曲线 围 成 的 区 域 并 不 包括 在 这 一 类 区 域 之 内 .但 
是 这 一 类 区 域 的 形状 还 是 具有 很 大 的 任意 性 的 . 有 许多 非常 复杂 
的 区 域 ， 可 以 几何 地 分 解 成 为 这 一 类 区 域 加 上 一 些 单纯 形 区 域 . 

ИТПИ ЛО, у), 660, ро) 具有 连续 的 四 阶 导数 ， 
从 而 由 G уже 上 也 有 连续 的 四 阶 偏 导 数 . 非常 姿 巧 ， 在 这 样 为 
了 使 右 端 积分 中 的 被 积 函 数 延 拓 到 带 状 区 域 (<x<1，- co<y< 
со, ИГ /(х,ф О) + 000) < уу) 0). 但 这 样 的 函数 在 y=0， 
tl, +2, еее 处 将 会 出 现 不 连续 情况 . 另 一 方面 ,我 们 注意 到 


[[/ ®»а5=]! as fro 000 –водуувод ау 
в 
而 且 按 下 式 定义 的 函数 
Ф @ у) = FOOSE VA) + 8G) y>) 
+ fG,$G) - 600€») (2.25) 


在 ?=0， 土 1， 土 2，… 处 恒 具 有 连续 性 . 事实 上 ， 这 是 因为 
Ф (2,у) = Ф (х, (у>), ЖН. 
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lim b (x,y) = Ф (5,0) =b G, 1) = lim Ф G, y) 
ye lege 

于 是 我 们 有 
[ло ase fc f, о yaray (2.26) 
в 


Xt Lp (>, у) JEXERE 0G АЛ А 29 110) 36 23: tC TR FL Ох, у) 
在 5 上 对 % 和 > 都 具有 mw 阶 连续 偏 导数 , 又 如 果 4(2) 与 中 G) Te LC [s] 
fo,1] 上 有 m 阶 连 续 导 数 的 话 , 则 按 (2. 25) 式 界定 的 函数 中 Ges у) 
对 * 将 具有 m 阶 连 续 偏 导数 . 这 样 一 来 ,借助 于 (2. 26) 式 的 右 端 我 
们 便 可 应 用 展开 定理 12 而 得 出 下 述 结果 . 


ros 45 A) Ф (x, Nz) dx: 
Lj 


-JAIEI more 


si VI 
(2.27) 
这 里 中 (v, y) 0.25) REX алкан) 
lol <l, ei |52 (8) (2.28) 


的 情形 下 , ШЖ 6 是 由 两 曲线 相交 而 成 的 区 域 (此 时 0 (0) = 00), 
$(1)=%(1)， 那 末 愉 好 有 


fT. .В,(у)йу=0 (21,2, 


(2.29) 
于 是 根据 定理 13 以 及 估计 式 (2. 28) 我 们 可 证 得 下 述 定理 . 
定理 14 Bey) ERR 6 (0<x<1, 0G)<y<ó()) 上 


уо» ds- f Q Gc, Nx) dx + Oy (2.30) 
这 里 的 余 项 Ov 有 合计 
1 j9'o ү 
Mes gg |” (8) id 


证 只 需 验证 (2.29) 中 的 三 个 等 式 以 及 不 等 式 (2.310) ， 我们 
要 用 到 四 个 Bernoulli ERB, Су), BL), BO), BLO). 这 
些 多 项 式 在 区 间 [0,1] 上 的 积分 都 是 零 . 事实 上 ， 由 于 B,Q) = 
%B,-,《》)， 所 以 一 般 说 来 恒 有 


1 
А ATI C = 
[i B. ооб Loa -В,„0)=0 (2.32) 


注意 4(0) =0(1) = 0, $00 = 90), $00 = 90), ЖЫЎ 
o,» - Ф (0,У) =0 
Dy) - Ф:00,) =0'(1)/(1,Ф(1)) -0 C) FCO, 600) 
因此 根据 (2.32) 可 知 等 式 (2.29) 对 v=1，2 是 成 立 的 . 
再 考虑 D x 的 二 阶 偏 导数 ， 容 易 算出 
Pally) - br0(0,y) = HAREN 
因此 再 根据 (2.32) 可 见 等 式 (2.29) 对 v=3 也 同样 成 立 . 
最 后 再 算出 B.C y) 上 | 之 值 ， 


IB, CD || 2 max | y*-25* * »*- 1 
0«y«1 30 


= тах 
0«yct 


2 a- |= 
X G-»* - 30139 


БИЕ ЙН (2.27), (2.28) & 2.29), REZI T (2.30) 55 (2.31) 


的 证 明 . 
例 1 取 六 =10， 则 由 (2.30) 及 (2.31) 可 得 
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fre» dS= Lf 全 (和 于“ 可 er à. (2.33) 


这 里 的 @ (х,у) P (2.25) 6А Ж, M Ou 有 如 下 估计 


< to /0x* . 
leui  soiggg 190 /0l Q. 9) 


对 于 (C2.33) 式 中 出 现 的 定 积分 , 自然 可 以 选用 合适 的 求 积 公 式 ( 例 
如 Gauss 型 公式 或 其 它 近似 公式 ) 来 计算 . 

为 了 得 到 比 定理 14 更 进一步 的 结论 ， 让 我 们 再 计算 (2.29) 式 
左 端 于 v= 4 时 的 积分 值 ， 第 一 步 立即 可 得 出 


1 1 

[y mood f B.C ay= 0 (2.35) 
yt E SE 

J> В,Су) dy= - = (2.36) 


然后 计算 中 对 x 的 三 阶 偏 导数 ， 可 得 出 (其 中 4，4 表 示 某 两 + 
常数 ) 


(9) cate ave rez 
证 ) = 常数 项 + Ay 39 0*5 0,907! 


(2.37) 
(25).. 二 常数 项 + Ay + 30' 00?-/, 0,6000 * 


(2.38) 
由 此 应 用 定理 13 并 根据 (2.29)，(2. 35)，(2.36), (2.37), (2.38) 
TUN TEAR: 


导数 ); 则 有 
[[/®» dS- fio (х, Nx) dx + 
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(i605 O50, 600 0) [ 1.) + ен 


+ go 
(2.39) 
其 中 余 项 ev 有 
levl [52 Ета | (À) (2.40) 


这 里 估计 式 (2.40) 右 端的 常数 是 通过 对 ||3s(?)|1 的 计算 得 出 
的 ， 因 为 Be(0) = Be(1) =0， 所 以 下 式 


5 1 
B, lI=m 3 一 二 
18.001 куа 3 6 »| 


右 端的 最 大 值 将 在 区 间 0<y<1 内 部 达到 .利用 微分 学 方法 容易 
求 得 1Be(y)| 取 极 值 的 位 置 是 


=l J1 -2v3 з= 1-/1-#/% 
于 是 由 简单 计算 可 得 估计 


max(|B. Gl, 18.0910 


从 而 根据 (2.28) 就 可 得 到 不 等 式 (2.40) . 

应 用 定理 14 及 15 可 以 构造 出 一 些 极其 简单 的 求 积 公式 ， 下面 
我 们 举 两 个 例子 作为 本 节 的 结尾 

例 2 在 定理 15 中 取 六 = 3， 然 后 再 利用 n=10 (含有 11 个 结 
点 ) 的 Simpson 求 积 公 式 我 们 便 可 得 到 如 下 形式 的 一 个 近似 公式 


J Jæ 45 loe 16) * eGo 16) 
+0(, i9 »)* ey А) 


кые 5)+ s) 


11 


ee (i. irs S) 


Mg du 
ME ‚Ф))8'(1)#- /,:(0,Ф(0))0 (0)*) 


自然 这 里 出 现 的 各 个 函数 都 须 满足 定理 15 的 条 件 ， 而 6 即 为 定理 
14 与 15 所 考虑 的 区 域 . 
在 如 上 的 选择 中 六 = 3，%= 10. 因 为 3 和 10 是 互 质 的 . 故 以 10 


feti, ARNA (Qe D, imo 1, 2, 9) 的 分 子 


ЖЭЙ mod 10 的 完全 剩余 系 ， 同 理 ， 如 果 取 N= 3, n=14 或 者 
М= 5，%=16， 则 那些 相应 分 式 C(Nxi> 的 分 子 也 将 分 别 遍 历 mod 
14 或 mod 16 的 完全 剩余 系 . 

如 果 要 求 的 精度 不 高 ， 那 末 也 可 以 在 上 述 的 近似 公式 中 舍弃 
含有 微 商户 的 最 未 两 项 ， 此 时 它 就 相当 于 直接 应 用 定理 14 作 出 的 
公式 ， 可 简 记 为 


[e»t ES ^y 9s dr) 


Bl 3 JR N=5, n—16 (Simpson 公 式 结 点 数 为 17). 则 由 定 
理 15 可 得 更 较 精 密 的 求 积 公式 


Јев о 0 р” (i) л), 
+ B60000 /#@›#@))-0'@)*-/ш(0,Ф(0)) -0' 00] 


用 以 上 二 个 公式 去 作 近似 计算 时 显然 是 比较 简便 的 .如 果 这 
些 公式 在 实际 应 用 时 还 不 够 符合 精度 要 求 ， 那 末 就 不 妨 选取 较 大 
的 入 和 x 去 构造 一 些 精度 更 高 的 近似 公式 ， 而 定理 14 和 15 即 为 构 
造 公式 的 理论 依据 ， 


112 


$6. 振荡 型 积分 的 近似 计算 法 

当 和 为 实 的 大 参数 时 ， 式 (2. 16) 左 端的 积分 是 振荡 型 积分 .对 
这 种 积分 来 说 ， 通 常 的 数值 积分 公式 是 不 适用 的 . 定理 7 中 的 展 
开 公式 (2.16) 恰 好 对 这 种 积分 提供 了 一 个 近似 计算 方法 ， 因 为 它 
右 端 的 诸 积分 已 经 不 再 是 振荡 型 积分 了 ， 对 它们 可 以 应 用 通常 的 
数值 积分 公式 . 

基本 展开 定理 7 及 8 概括 了 并 改进 了 过 去 有 关 这 一 专题 研究 
方面 的 许多 结果 .例如 下 pyra-Co6ores，Kparros，Wilkins 和 
Havie 等 人 所 证 得 的 公式 都 是 定理 7 的 特例 . 

将 基本 展开 定理 用 于 近似 计算 振 划 型 积分 时 ， 当 之 10 或 之 
15 时 ， 通 常 只 需 在 展开 式 (2. 16) 右 端 取 很 少 几 个 项 就 能 达到 较 高 
的 近似 程度 (参阅 $4 的 例 ). 

在 实际 问题 中 ， 我 们 曾 磁 到 过 大 参数 积分 中 的 函数 /(%,》) 为 
不 可 分 离 变 数 的 情形 ， 这 时 应 用 基本 展开 定理 去 进行 近似 计算 就 
比较 方便 了 .以 往 别 人 研究 这 种 积分 时 均 是 针对 xy)= 
(xz)80) 的 情形 进行 的 . 较 复杂 的 数值 计算 例子 于 此 就 不 列举 了 . 

下 面 我 们 研究 含 多 个 大 参数 的 振荡 型 积分 的 近似 计算 法 . 

BRD G, y, 7 YE КР (а<х<, – oo y, со) БЮ 
续 函 数 ， 且 是 y，…，,% 各 变量 的 周期 函数 .不 失 一 般 性 ， 可 假定 各 
y, 变量 的 周期 都 是 1. 在 本 节 中 我 们 将 讨论 如 何 估计 下 述 普 遍 类 
型 的 积分 值 : 


1= (х, N z, Nux, , Nux) dx 
=], Јов, Ny N xi) dV 


此 处 7 为 一 高 维 超越 正方 体 ， 维 数 是 max(s E), Noes N. — 
批 不 同 阶 的 无 穷 大 参 变 量 或 任意 的 大 参数 , 又 为 了 写法 上 简便 计 ， 
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THX IE BUE NI. НУХ Мул, е, 
(Nx), ахахах. 

应 用 82 的 基本 引 理 ， 可 证 如 下 的 定理 . 

定理 16 UE/OG Y) mf 06, xs. uJ) JE Vous БАЕ 
Жай, ПАРО оу ДНІ. ig m= max (0), 


L-min(sE), dX-dx,-dx, dY-dy,-dy, Wi dV 表 积 分 域 
上 的 体积 元 素 ， 则 


n Z T Nx, N x) dV 
=f, Јох av 
=0[(л тээ 990) ea 


Ш 须 分 两 种 情形 加 以 论证 .首先 考虑 s<& 的 情形 ， 这 时 
《2.41) 式 右 端的 s+ 名 重 积分 可 以 改写 成 2A 重 积分 ， 也 即 


е9 waxay 


sf, ва доду ду, 2,42) 
а 
JOGY) ef, y Yir y Ya) Errr)’ 
二 EC Xu Yi Ya) (2.43) 
АШ 


о (e 0500 0) 


жа 1 1 
=0 (^ N, N, ‚0, -э0) 
因此 将 基本 引 理 应 用 于 (2. 42) 式 的 右 端 时 ， 便 得 到 
f, -[roovav 
2k 
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=Í, eros sx Nun, М) dV 
h 


*o[o(5 Wu N 50, “5 oJ] (2.44) 


注意 对 上 述 情况 来 说 ,， k=m=max(s,k), s-n-min(s,b), 
故 由 (2.42) 得 知 (2.41) 为 正确 . d 
其 次 ， 再 考虑 sS<j 的 情形 .这 时 可 以 将 (2. 41) 式 的 右 端 积分 


写成 下 列 形式 
L- f, fem dx, 
x Јак dnm dy (2.45) 
Vak 


视 %+1，…, 和 ;为 固定 参数 ， 则 被 积 函数 可 看 作 
FQ, Ney YO m EO e Y ttm Ya) 


从 而 
o (2 二 让 0 和 0)=o (^ А) 
因此 对 (2. 45) RA Va 上 的 积分 应 用 基本 引 理 时 , 我 们 又 得 到 
г | [аак 
х [, [ee Nas ваа 
«fd drsd, 
+о[о(% е eJ] 


оаа icono] 


\ 
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由 于 在 现在 的 情形 下 ,s= max (s, А), == min(s, А), CT (2. 41) 
式 仍 正确 .这 样 使 证 明了 (2.41) 式 对 任何 情形 都 成 立 . 

根据 (2.41) 式 显然 容易 导出 下 列 的 推论 . 

推论 ”在 定理 16 的 假定 下 ， 并 设 /(X3Y) 对 诸 % 具 有 连续 的 
偏 导数 ， 则 我 们 有 如 下 的 不 等 式 ， 


Í, „Је, 3 NS Nera) dV 


рена (a oz) 


(2.46) 
这 里 4 为 一 绝对 常数 ， 而 4= max (, 5), рс min(s, A), 

从 (2.41) 式 或 (2.46) 式 看 来 ， 可 见 含有 一 批 大 参数 NN,,…， 
NN 的 多 元 振荡 函数 的 m 重 积分 可 以 利用 普通 的 多 重 积分 来 通 近 ， 
JERBOESUE н o( fy cr 00) Rog Wm 
ARH. RERS N, 5, №, ZERK, ТЖЕЛЕЙ 
AR. KARAK, JES p HC BU ИЛ ЖЕ УЛАН ЖЕК, TG 
普通 的 多 重 积分 却 是 可 以 用 一 些 现成 的 求 积 公式 去 进行 计算 的 ， 
所 以 定理 16 及 其 推论 的 主要 意义 在 于 提供 了 一 种 关于 近似 估计 多 
元 振荡 函数 积分 的 方法 ， 

重复 应 用 定理 16， 我 们 还 可 以 推出 一 个 有 趣 的 结果 . 假设 
f(z1，Y，…，Yi) 是 关于 诸 y 具 有 周期 为 1 的 连续 函数 . 首先 从 下 列 
积分 开始 : 


I- Р, [fes nodi dy do, 
1+ 
RITE У АЈ Nn, WEO. ADR 
1=], Ју, у оуд дк dy, dy. 
LI 


116 


soola Xs oso] 


又 再 从 上 式 的 右 端 积分 出 发 ， 同 样 地 把 y 换 作 NN, WER 
对 函数 

Јо No, Y) =8Gu Уот УЮ 
而 言 ， 连 续 模 数 之 间 存 在 着 关系 式 


OE зе г) 


=o [e(n ев) 


则 由 (2.41) 式 又 可 得 到 
I- Zo Ny №№, Уз o d dy, dy, 


un 
1 1 
о[ (л N,’ Apo) 
仿 此 继续 进行 下 去 ， 最 后 我 们 便 可 得 出 
т= [fa Non N Nonas No Мада 


1 £ 1 
o[o(^ T’ N° тг, о)) 
бА, = №,, M-NQNS-N, 0<]<®), W ERAR RT ARR 


下 的 定理 . 
定理 17 qued s ад, Ну 


ж. ос мааа: 3, 7, А), 则 我 们 有 如 下 的 
[rakhun ‚йя 
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=f, Јозо 
*o[o(^ E ges 0)] ean 


显然 这 个 定理 所 包含 的 公 二 本 上 在- 
所 提 及 的 问题 , 事实 上 ， 根 据 公 式 (2.47), 可 知 于 1 «А «А 
«BE, RIE 


Јол мум) аха], » fy YOAV (2,48) 
而 上 式 右 端的 多 重 积分 当然 可 以 利用 通常 的 办 法 去 进行 近似 计 
算 .下 面 举 两 个 较 简 单 的 例子 . 
例 1 设 f(%) 为 [4, 引 上 的 连续 函数 ,0>>0, N >N,» |b- al, 
则 有 下 列 近 似 式 
Јод соз sin (Ni) sin (Na) dr 


= Qu 0»? [родах (2.49) 


其 中 71o(b) 为 0 阶 的 Bessel ж. EKE, W (2. 4D 32.49 Ў 
见 (2.49) 左 端的 积分 近似 于 


(zy I cos (20siny,siny,) dy,dy, Í fdx 


“C: + | родах 


й 2 R/M 14,0] EX, LEN, N,» р-а], a+ В 
= 1， 则 由 于 
E >a (a°cos°0 + B'cos'à) d0d$ = 


М -dsinó)(1—f'sinid) 2 


故 根据 (2.48) 即 可 得 到 如 下 的 近似 式 ， 
[re yc a*cos* (N, х) + B'cos* (N,x) 


~va- Ts уа - Віш: Ох) 
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„2 f 
=? [у (dx (2.50) 


上 面 的 两 个 例子 表明 了 含有 两 个 (或 多 个 ) 大 参数 的 激烈 振动 
函数 的 积分 ， 有 时 可 用 通常 的 定 积分 去 逼近 它们 .很 显然 ， 假 如 
想 去 直接 计算 (2. 49) 与 (2. 50) 左 端的 积分 值 ， 将 是 非常 麻烦 的 . 


$7. 含 奇异 因子 的 振荡 积分 的 渐 近 展开 公式 
现在 我 们 针对 奇异 型 振荡 积分 


1 
r= =a, Qay)dx — 0<а<1 (2.51) 


建立 渐 近 的 展开 公式 ， 此 处 (A%) 表 和 N* 的 分 数 部 分 ，^ 是 实 的 大 参 
Ж. 

为 此 ， 让 我 们 先 证 明 以 下 二 个 引 理 ， 

引 理 1 设 0<y<1,X>0. 又 设 p(*) 在 区 间 [0, 1] 上 有 连续 
FA p” (x) (v20,1, r), r21. W 

ES (s) ooa Bale [no neto) 


i-o 


- В, уфе" w} - 5], B. - Mog? (z) dx 


(2.52) 
З ERR [A - УТА ЕКЕ BO) 是 以 1 为 周 
期 的 Bernoulli 函 数 ，B,(y) = B,(y». 
对 式 (2.52) 中 右 端 最 后 一 个 积分 应 用 分 部 积分 公式 即 可 知 引 
理 是 正确 的 . 
同样 地 ， 我 们 还 有 


ET э) IR p) dx + à 十 XQ - og? Q) 


іл 
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= Boos (1)] = ES B,.(y - 13g? (dx 
(2.53) 


引 理 2 УЕЗ, s -r(s=1),0<y=<1, Д] 
D-an й: 

£ tyy 

Boy- », = s ("> NS 

s "- vit (УУ Boo “ 

(2.54) 


ЖД бб, y) (2 75, 51, 0 y«D3J" Ж Riemann Zeta ijr, 
证 Ep) =ar, FRY, ео 53), 19] 


сыды ДЕ ы 


-=б(5, у) + E 


EACUS 


“л 


Sca ya (P uus (== \В,(у-%)у- BO» 
zy +Í, de 3 ) vir 


- +( Zn B,Cy -xja rds 


由 此 又 有 
осп _ А 25 сар 1 - t -s B, (y) 
à Guys У 71-8 („-%)®© 


pho meos aiu ae 


«(PD Ro- seme (2.55) 


Xu Si, $>, Ф 


665,5) = 
та) C! оона 


(2.56) 
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注意 ， 当 0<y<1，s> -r(s# DB, 上 式 中 最 后 的 无 穷 积分 是 收 
敛 的 .因此 ， 我 们 已 经 将 原来 的 Riemann Zeta 函 数 解析 延 拓 到 0 
<y<1，s>-*(s 寺 1) .从 而 ， 得 到 了 式 (2.54) .证 毕 . 

现在 让 我 们 再 给 出 Euler-Maclaurin 求 和 公式 的 一 个 扩充 形 
式 . 

设 0<s<1l, 0<у<1, P =*'p(a) € Cr*1([0,1]). 
则 


D= ec - E Decio 1 
从 而 由 式 (2.52) 得 到 
19 k+y \_1 t-s) bey 
Бае) 
NW? (0) / А+ у Vs 
2 n CE 


À 


=| (х) dx- У) 1 


Zix1-s й 
5 В.У) (st ?( узо O i-s 
+ y 15-9) 2 0091) 
-.1 fl'Ec,- E 
[80 Ax) Ф (x) dx 
即 
п-и 
À í 


тр (0) / 1 7 (Oen 1 
*à i (4) v dry 


m 


y ex) = f. pG) dx + хо № geh O 


(i 


- JA [By- [2] 
„во м) фо (хук is 


121 


再 利用 式 (2. 54) 即 得 扩充 的 Euler-Maclaurin AR: 
1 а-у 


о АУ \ f EO -V qe-o 

x & o(a) | eme ЕУ Perso 
SO (0) / 1 у! A 

+20 (1) Es -sD + R, (2.58) 


其 中 
R= ieu i yum [5 jts yrs Су саула: 


-1 (весу [2 
ә], Б.У À) b © (хуах 


= Eoo 0 i-s Jarda 


Y 
[Borm e шуак 
7] Poo [Z Ou] 
E f B.Cy - À) Ф (z) dx 


或 写成 


Е, Во Ax) [oC — Ф G) ] 9 dx 


Е 5 [В0- ÀM) ф Ф (x) dx 
其 中 
ec ie Oæ- ordt 
现在 让 我 们 证 明 下 列 的 展开 再 
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ээ. е, 并 记 ， 
JG, y) =% Fx, у) 


f G, у) -Xu-eee ayya 


& GG, y) =f(z, y) — fey) 


fre Фл) [x FG, Фу) 
= fe fitm »&ду+ Es [Rv oras уду 


ti 


名 ET D 


[ze wo Fd 
i. ^B ax [o 
ty [о [Bo rime ds 


‚ы, [2 
де], 4 dy Ву моро бууд (2.59) 


证 因为 
fx, 237 F x,y) = EO) 
ЖН 
|| "FQ (MG 一 Ë f, Qa) dx 
° o 
à 
о) 
E 1f il-g] k+y 
ZH oo 


(2.60) 
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但 是 ， 根 据 式 (2.58) 


5B,(y- M 
EC C1) 


v1 


6608-7, У) gon 
X у. э (0,5) 


^s Ro- molè s) [/@,у) -8 G5) d 


[C1 
TN PN B, (y - M) g, 0? (x, y) dx 


将 上 式 代 入 式 (2. 60) 即 得 式 (2.59). 证 毕 . 

定理 18 可 用 于 估 值 含 奇异 因子 的 振荡 积分 ， 它 排除 了 被 积 函 
数 出 现 奇 点 * 二 0 所 带 来 的 困难 .定理 18 中 的 余 项 是 简明 的 封闭 型 
余 项 ， 当 被 积 函 数 在 别处 出 现 奇 点 ， 或 者 同时 有 若干 个 奇 点 时 ， 
也 可 以 类 似 地 处 理 . 

Wig “应 该 指出 ， 本 章 82，84，87 三 节 的 基本 题材 内 容 是 本 
书 著者 原先 所 获 结果 形式 的 精 化 和 扩充 ， 例 如 ， 基 本 引 理 中 的 不 
等 式 (2.6) 的 右 端 原 有 系数 因子 2 ， 后 改进 为 1 ,又 基本 展开 公式 
中 的 余 项 表示 式 原 先 只 对 入 = 六 ( 正 整数 ) 证 明 其 成 立 . 后 来 证 明 它 
对 一 切实 数 均 成 立 , 如 此 等 等 .有 关 细 节 请 参阅 王 兴 华 、 施 威 亮 、 
卢 志 康 等 人 的 工作 ({92]，[93】，[103]，[104] 及 [89】). 


124 


第 三 章 ”具有 代数 精度 的 降 维 展开 公式 


如 果 我 们 把 定 积 欠 巴 散 一 维 积分 ， 把 
[ло =/® -sw 


看 作 是 施加 于 /(D 的 零 维 积分 运算 . 则 Darboux 求 积 公 式 ( 见 本 章 
31 式 (3. 3)) 便 可 以 看 成 是 一 个 将 一 维 积分 近似 地 展开 成 零 维 积分 
的 公式 ， 或 简称 为 降 维 展开 公式 ， 由 此 公式 使 我 们 想到 ， 应 该 存 
在 着 把 高 维 积分 近似 地 展开 成 低 一 维 积分 或 者 说 将 高 维 积分 进行 
降 维 的 可 能 性 . 既然 Darboux 公式 可 以 通过 定 积分 的 分 部 积分 法 
建立 起 来 ， 自 然 我 们 又 想到 ， 应 该 能 够 应 用 高 维 积分 的 分 部 积分 
公式 ( 即 Gauss-Green-Ostrogradsky 公式 的 变形 ) 去 建立 高 维 积 
分 的 降 维 公式 . 正 是 基于 这 一 想法 ， 本 书 著者 之 一 :55 5 在 二 
十 年 前 提出 了 一 个 把 高 维 区域 上 的 多 重 积分 近似 地 化 为 低 维 区 域 
上 的 车 千 积 分 之 和 的 方法 .这 个 方法 的 基本 思想 是 ， 把 原来 的 被 
积 函数 乘 以 一 个 恰当 的 多 项 式 ， 然 后 反复 应 用 高 维 积分 的 分 部 积 
分 公式 ， 使 得 原 被 积 函 数 在 有 界 区 域 上 的 多 重 积分 恰好 能 表现 成 
若干 个 低 一 维 的 积分 之 和 ， 而 其 误差 余 项 能 有 任意 予 先 指定 的 微 
小 估 值 ， 这 个 方法 的 主要 优点 是 不 受 区 域 形状 的 限制 ， 并 能 够 借 
助 于 低 维 的 数值 积分 公式 去 估 值 较 高 维 积分 的 值 ， 方 法 的 缺点 是 
积分 维 数 的 降低 只 能 一 维 一 维 地 进行 . 

文献 [ 1 中 总 结 了 本 书 著者 之 一 在 1980 年 以 前 有 关 降 维 展开 
方法 的 主要 研究 结果 ， 特 别 是 详 述 了 降 维 展开 的 基本 公式 ， 这 一 
公式 也 是 本 书 作 者 们 近年 来 开展 降 维 展开 方法 研究 的 出 发 点 . 但 
是 ， 除 了 引用 某 些 必要 内 容 之 外 ， 我 们 不 准备 在 本 书 中 一 一 复述 
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【1 中 的 结果 . 事实 上 ， 我 们 写作 本 书 的 动机 之 一 乃 是 希望 能 借 此 
机 会 总 结 《高 维 数值 积分 》 呈 一 书 出 版 以 来 国内 外 有 关 降 维 方法 
研究 的 主要 结果 . 本 章 主要 从 三 方面 叙述 对 [1] 中 介绍 的 降 维 方法 
的 推广 和 改进 . 首先， 我 们 由 基本 降 维 展开 公式 出 发 ， 导 出 具有 
代数 精度 的 降 维 展开 公式 . 并 且 在 某 些 具体 的 范 数 意义 下 ， 给 出 
了 某 些 最 优 降 维 展开 式 的 最 小 余 项 估 值 ， 另外， 对 具有 代数 精度 
的 降 维 展开 式 中 的 低 维 积分 选用 恰当 精度 的 求 积 公式 后 ， 我 们 还 
得 到 与 降 维 展开 式 的 代数 精度 相当 的 边界 型 求 积 公式 ， 这 类 边界 
型 求 积 公式 不 仅 克服 了 第 一 章 中 用 纯 代数 方法 构造 的 边界 型 求 积 
公式 精度 较 低 的 缺点 ， 而 且 针对 某 些 特殊 区 域 ， 从 最 优 降 维 展开 
公式 出 发 ,还 可 以 构造 出 具有 最 高 代数 精度 和 最 少 结 点 个 数 的 “最 
优 边界 型 求 积 公式 ”. 

为 了 说 明 一 般 方 法 的 实际 使 用 过 程 ， 我 们 在 本 章 中 也 给 出 了 
少量 的 具体 实例 及 计算 公式 ， 希 望 它们 能 引起 数值 计算 工作 者 的 
兴趣 ， 将 来 能 构造 出 更 多 的 有 实用 价值 的 公式 来 


$1. Darboux 公式 及 其 特殊 形式 


如 前 述 ， 正 是 在 Darboux 公 式 导出 过 程 的 启发 下 ， 产 生 了 本 
章 中 的 把 高 维 积分 展开 成 低 维 积分 的 方法 .因此 为 了 说 清楚 高 维 
积分 的 降 维 展开 法 的 思想 ， 我 们 有 必要 追 本 求 源 ， 从 定 积 分 的 
Darboux 公 式 谈 起 . 

Darboux 公 式 是 1876 年 由 法 国 数学 家 Darboux 给 出 的 一 个 很 
有 用 的 关于 解析 函数 的 展开 公式 .熟知 的 Taylor 公式 是 它 的 简单 
特例 . 

设 f(z) 在 点 4 到 点 z 的 联 线 上 正规 解析 ， 又 设 $(2) 为 的 n 次 多 
项 式 .于 是 对 于 i(0<t<1) 求 微 高 可 得 


dii C D'G- e Of? atts) 
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=- @-а)ф'" (Df (a*tG-a) 
+ (- D^G AoC) fet (a+ tG@ —a)) 
ERIO (为 为 一 常数 ， 因 而 Ф (0) фо (0). 再 在 上 列 等 式 
两 端 对 i 积分 (从 下 限 0 积 到 上 限 1 )， 便 得 到 
$ (0) [/@) – /(а)] 
= xc -D-O [9079019 (2) - $@-%0)/°%a)] 


* соата payye e to adt 
(3.1) 


公式 (3.1) 即 是 Darboux 公式 ， 最 早 刊 于 法 国 “ 数 学 杂志 ” 
(Jour, de Math., 3(1876)). 

例 1 UEAXQ.DUURé() = G- 1)", WPO =т, 
фе-”(1)=0(1<у<л), $07? (0) = OO 1) Gu + 1), 因而 
便 得 出 Taylor 展开 式 作为 其 特例 ， 而 余 项 恰好 表现 为 熟知 的 
Cauchy 积分 形式 . 

例 2 将 公式 (3.1) 中 的 替换 成 24, 并 取 $()="(t — D", WJ 
在 所 得 的 展开 式 中 再 令 %>co， 便 可 获得 如 下 的 展开 级 数 


JG) - f (a) = [/9G) + C- 71/9 (2)] 


此 处 系 假定 所 得 的 级 数 是 收敛 的 〈 亦 即 假定 展开 式 的 余 项 以 零 为 
极限 ). 

无 损 一 般 性 ， 可 设 $() 的 最 高 次 项 系数 为 1 ， 从 而 $" (0) = 
=m. 我 们 再 设 /() 为 实 变 函 数 ЕО 的 不 定 积 分 ， 于 是 在 公式 
(3.1) 中 令 4= 0，2z=]1 便 可 获得 如 下 的 积分 公式 

[ro й= срт $679 су Fe-D (у É 
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+C ma [ео FO (dt (3.2) 


事实 上 ,只 须 对 (3.2) 中 的 积分 型 余 项 相继 进行 % 次 分 部 积分 ， 
便 可 验证 所 述 公式 的 正确 性 . 上述 公式 也 可 改写 成 更 一 般 的 形式 
(只 须 作 适当 的 变量 替换 ) 

fpoa-3 i єр" $" (0) Fe- GQ) n R, 


(3.3) 
其 中 余 项 R, 可 记 作 
a= CD f $( F9 (D dt (3.4) 
n Ja 


既然 (3. 3) 可 由 分 部 积分 法 得 出 ， 故 为 了 保证 公式 的 成 立 ,只 
须 假定 FQ) 在 区 间 [4, 可 上 具有 连续 的 级 微 商 即 可 . 

根据 以 上 所 述 ， 易 见 公式 (3. 3) 和 (3.4) 实际 上 可 以 理解 成 
Darboux 公 式 的 积分 形式 . 虽然 如 此 ， 公 式 (3. 3) 在 数值 积分 方面 
的 重要 应 用 却 还 是 到 了 1940 年 以 后 才 为 人 们 所 注意 (参阅 Obresc- 
hkoff(39], Микеладзе[70] 

公式 (3.3) 有 两 个 特点 ， 第 一 ， 除 余 项 不 计 外 , 它 的 右 端 是 用 
被 积 函 数 及 其 导数 在 积分 区 间 的 端点 值 表 现 出 来 的 ， 因 此 它 是 边 
界 型 求 积 公 式 ， 如 所 知 ， 这 种 公式 在 用 于 近似 计算 时 ， 无 需 计算 
被 积 函数 在 区 间 内 部 点 上 的 值 .第 二 ， 在 近似 计算 中 一 般 需 要 忽 
Wi UR FECE LIRE ФОР) 的 积分 表达 式 (3.4)， 这 就 容许 人 
们 对 多 项 式 $() 作 各 种 合适 的 选择 ， 以 便 使 误差 泛 函 R, 三 RCF) 
能 具有 尽 可 能 小 的 估 值 . 

Euler-Maclaurin 公 式 ”在 基本 公式 (3. 3) r6 (tl) 为 n 阶 的 
Bernoulli 多 项 式 即 得 著名 的 Euler-Maclaurin 公 式 

Рег э 在 基本 公式 (3.3) 中 取 x 为 偶数 4 二 2m， 并 取 $ (i) 
=4-O"Gd-2"， 则 由 Leibniz 计 算 高 阶 微 商 的 法 则 ， 可 得 出 
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G. 3) 的 一 个 特例 为 


s ( e ) b-a” 
roszz m) = 六 [Fe (а) 
v 
+ C prie Q) ] + R, (3.5) 


ЖР ORBE SQ. Н, RERBA rh CEPI ИГ R, T 


- m 2 
RC] FO» (E) (b-a)? (ау 


边界 型 求 积 公式 (3. 5) & Petr 1915 年 给 出 的 . ШИА, WO. 


定 积 分 近似 计算 是 很 有 用 的 . 

Obreschkoff 公 式 将 公式 (8.3) tH n Ao OA Em + k A 
(a—-1)"(b 0), 便 可 得 到 Obreschkoff 公式 (参见 式 (3.70))， 这 
个 公式 的 具体 应 用 请 参看 本 章 86 及 XoBacKzs 的 著作 [73]. 

#Микеладзећуі 1711 及 著作 中 ,还 讨论 过 基本 公式 (3.3) 
的 别 种 特例 .例如 ， 可 以 在 公式 (3.3) 中 令 4= 71, b=1, ЭИ 

ФФ T.Q) + 1/2" 

HHT, C) = 2!77cos (pcos :为 为 熟知 的 Чебышев. 此 时 

$0)-1/27 ф(-)= 1 + (— D”) /2""1 
又 根据 7,( 刀 所 满足 的 微分 方程 

а-ә) -tT & n? T,G) 50 

并 由 逐次 微 商 可 以 验 知 下 列 等 式 成 立 ， 

$P- D= Dea) 
n? om-]* nt- @-—v- D: 
1 3 2n-2v-1 


257167? (1) 


其 中 v=1，2，…，%w-1. 于 是 当 % 为 偶数 时 , 便 可 由 (3.3) 导 出 如 
下 的 一 个 特殊 的 边界 型 公式 
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[^ FDdi2FQ)FCD 


gcos(7 11) 
+> Pn (sl) [5° (0) 
у 


+(-1)7+%Е°-®(- 1)] n -poe(-1) ] 


#-2 \ Е (5) _ 
(2 Hg. (-1<2<1) (3.0) 


综 上 可 知 ， 只 须 适 当选 取 多 项 式 OO, EARE. 3) 83] 
` 各 种 特殊 而 有 用 的 边界 型 求 积 公 式 ， 这 些 公式 都 带 着 一 个 在 实际 
计算 中 容许 忽略 的 误差， 


$2. 广义 分 部 积分 法 则 


记 微分 算 子 
my m ) 一 8" — 
Diem! a on OX 
其 中 诸 m, H ЧЕ Ж. m=m +m, + oe m, 称 为 微分 算 子 
D "эму MUSEUM Ds Om 30,711,090 一 (8/8x,)"i : SAR 
示 如 下 形式 的 常 系数 偏 微分 算 子 
A- 2 М, ss, * Denim 


此 处 Xu，…m 为 常数 系数 , M 为 和 式 中 算 子 Di з=, 的 最 高 阶 
数 , 亦 称 为 算 子 4 的 阶 数 .特别 , 如果 4 中 各 项 Dm，…"? 皆 为 偶数 
Br (或 奇数 阶 ) 微 分 算 子 ， 刻 称 4 为 偶 性 (或 奇 性 ) 算 子 ， 以 下 记 
X= (KX x), dX = dx,dx,--.dx,. 

9H 设 QS 五 为 % 维 欧 氏 空间 的 有 界 闭 区 域 ， 其 边界 Son 
Ў Т, ЕСК), СОХ) ЄС"), M 2548 TE GR. 
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奇 性 ) 微 分 算 子 A 的 阶 数 ， 那 末 我 们 有 下 列 形式 的 等 式 
[| z AGax - c= D" | G-AF4X = | Was (3.7) 
о a әз 


此 处 5S 为 380 上 的 面 元 ， 琴 为 由 F 与 6 的 诸 偏 导数 之 积 构成 的 线性 
组 合 ， 其 中 的 每 一 项 所 含 导数 阶 数 之 和 均 不 超过 M -1. 

证 d TA Does 的 线性 组 合 ， 故 只 须 就 特例 
ASD ms m IER, ERM =m, +m,+ m, 熟知 有 高 
维 积分 的 Gauss-Green-Ostrogradsky 公式 


] 50. а= | „700-55-45 qe (3.8) 
Mi 
Ях, /0v7g AE B x, 对 曲面 82 外 法 线 的 方向 导数 (也 即 单 位 


外 法 线 向 量 沿 % 坐 标 轴 的 方向 余弦 ). 
在 式 (3.8) 中 代入 fO) = FO СОК), WA 


8 
IN dX INA 45 IK SAX (3.9) 


这 就 是 高 维 积分 的 分 部 积分 公式 ， 逐 次 应 用 这 个 公式 ， 即 不 难 导 
8 


| F. Doi m) GAX 
° 


= > (- Df D69569 F. DG ›-®-1›ту 9206.8 ¿ç 
іт aa 9v 


-1 


+ opat рено 
k-0 ae 


«Dn; -®-1›ту sem? 69% 45+ эк 
9v 


+E (- D" etm | Desr asi) р 
= aa 
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e DO G8, 4-0 G.9*» as 
ду 


+(-1 y| G. pe, ms) FAX (3.10) 


这 表明 了 我 们 能 有 形 如 《3.7) 的 等 式 ， 其 中 右 端 积分 中 的 WW 含有 
M=m+ + 个 项 ， 每 项 都 是 展 布 在 曲面 $=39 上 的 积分 ， 而 
被 积 函 数 中 玉 与 G 的 偏 导数 阶 数 之 和 为 M - 1, 

鉴于 (3.7) 左 端 出 现 的 两 个 被 积 函 数 玉 "AG 与 G.AF 中 的 F, G 
两 者 的 地 位 具有 对 称 性 ， 故 广义 分 部 积分 公式 (3.7) 亦 可 称 为 “对 
ЖЕЙ”, 按 此 法 则 ， 微 分 算 子 4 可 以 在 F, G 之 前 互相 转移 ， 
两 者 的 积分 之 和 (4 为 偶 性 时 ) 或 差 (4 为 奇 性 时 ) 可 表 为 降 维 展 开 


[„#&. 


Bi 1 En=3, A— DC" —919/9x"0y"0:^, Р(х, y, 2), 
GG, y,2) €C'^(Q), ОСЕ, 这 就 相当 于 在 (3.10) 中 令 %=3， 
M=3m, m=m =m; =m, Ж 


f „E Domm Gaxdydz- (-1)*| G. Dom Fdsdyds 
2 
= S (- Df Do» F. ретт Gdydz 
k-0 aa 
+ s (-D"* f Dis F. [)GOsn-k-1om Gd dx 
k-0 LI 
" 号 (- реј Desmb p. [G5 mn-i-DGdydy 
i-o ao 


(3.11) 


若 选 C 为 zy"z" 项 系数 为 1 的 3m 次 三 元 多 项 式 ， 则 可 以 得 到 一 个 
齐 次 降 维 展开 式 


[ Fadx dydz= Sc Df DF. ректо Gdydz 
2 ico (m1)? Jaa 
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S (— D" Став Е. DO sm7h- 1,02 
(BG IN sh FD Gdzdx 
ке D 
np? Ja 


К si © Doni F. 909779 Gd dy + рь 
20 2 


(3.12) 
Pen Gpe | G: Demm Faxdydz 
这 是 因为 ， 当 五 为 形 如 
$G, y, z) ax" уг)" + Бухг)" + cz" (xy)"7! - 较 低 次 项 
的 多 项 式 时 ， 式 (3.12) 的 余 项 如 = 0. 
如 果 依 次 关于 变量 x，》，z 应 用 式 (3.9)， 并 重复 这 一 过 程 ， 
则 可 得 出 [1 第 十 三 章 的 齐 次 降 维 展开 式 (32) : 


= 1 руз m 
[Far ayar= (тр)? à D [|Р u 


Рк тат D dydz 

- Рањ E [)in7h-1yn7-k- 1m-h7 DS dzdx 

+ роњ рү DGck-1n-k- Im-k- DGAxdy] + p, 
(3.13) 


= CO" [ G. Dew Fdad. 
p. = p? IK Fdxdydz 


РС атут" 项 系数 为 1 的 3m 次 三 元 多 项 式 . 比较 式 (3. 12) 
和 (3.13)， 可 以 看 出 它们 实质 上 是 彼此 相等 的 .只 是 由 于 运用 分 
部 积分 公式 (3.9) 的 方式 不 同 而 出 现 了 形式 上 的 差别 .但 是 ， 前 一 
种 处 理 方法 更 为 灵活 ， 借 助 于 它 我 们 可 以 导出 具有 各 种 代表 精度 
的 降 维 展开 公式 . 


$3. 具有 代数 精度 的 降 维 展开 公式 
WO V JEn 维 欧 氏 空间 中 的 一 个 有 界 闭 区 域 ， 它 的 4%-1 维 
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边界 曲面 5,-! 是 由 参数 方程 组 界定 ， 或 者 在 特别 情形 下 ， 可 以 假 
设 它 具 有 方程 
Gu 7x) —0 (3.14) 


此 处 对 六 ,中 的 点 而 言 ， 恒 有 二 0， 并 设 中 对 各 个 变量 而 言 都 有 
连续 的 偏 导数 . 

FOX) = FQ, +: z) 8G OO = СО, +, У, ЕЗЕН 
微 ， 则 依 式 (3.9) 可 得 


9G Ox, 
f. F3 =] FP 68 


ӘР 
&- |. sa 


(3.15) 
XR OO SF (5, 7,3) 及 G(X) =G (а, x) X TER 
жт E P S 3k On 1) .又 设 G ОО) ITE 
G(X) xi Об, л) ОЙ (3.16) 
逐次 利用 (3. 15) (相当 于 在 (3.10) 式 中 取 A= DC, пр 
下 的 公式 
f. F Qodv = EC nda. f 


(3.17) 
其 中 
пеон (9) ве (95) 
而 余 项 pm 可 以 表示 成 
p= (s )ecoav (3.18) 


若 舍弃 余 项 pw， 由 (3.17) 式 可 得 下 列 近似 关系 式 
J-[, ЕОО4У 
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F "eG on 
m £c Sa-1 OXE Өл" А! 45 


(3.19) 
(3.19) 就 是 计算 积分 了 的 一 个 近似 降 维 展开 式 ,简称 降 维 展开 式 . 
式 (3.19) 中 共 含 有 m 项 ， 因 此 是 含 m 项 的 降 维 展开 式 . 
有 时 7 的 边界 曲面 S,-: 是 由 一 组 参数 方程 
X mA ay ny baa), i=l, y n 
所 确定 ， 这 时 就 可 直接 将 (3. 17? 的 右 端 积分 表示 成 通常 的 2- 1 维 
积分 . 特别 是 ， 若 x。 能 从 式 (3.14) 中 解 出 ， 而 了 。 可 由 下 列 条 件 定 
X: 
Pilis 7 Nn) SEn L Ф, (ал, ty Nn) 
Cis X1) EV ami 
其 中 中 :与 中 :为 单 值 连 续 函 数 ， 则 基本 公式 (3.17) 可 以 更 简单 地 
表示 成 


(3.20 
ЗОР dV ,— dz, dx, 而 


[00 Le —EG., X Ф) — £05, 7,95 Фу) 


ARG. 20) BJ Ë X TE ЖИИ КУ, 上 的 % 重 积分 能 利用 
Vai Ef—Bn- 1 重 积分 近似 地 表示 出 来 ， 而 余 项 p, 有 着 形 如 
(3.18) 的 表达 式 . 

显然 Darboux 的 基本 公式 (3.3) 实际 上 是 公式 (3.17) 和 
(3.20 Æ n — 1 ВЈ. 

采用 范 数 记 号 

lf lc = max | f] 
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а= f, 1500147 


+ 
а= (f, сога) 
由 余 项 公式 (3. 18) 可 知 po 有 以 下 三 种 最 简单 的 估计 


lol [s |. [600 |, @.21) 
lm bec], ^ e: 
los c [iz 1690 |, G.23) 


其 中 (3. 22) E: #JjByzazoscuñ-Schwarz 28:48 H fj. 

ЖШ (3. 16) 式 的 函数 可 以 有 很 多 ， 从 中 选择 怎样 的 函数 作 
G(X) 呢 ? 我 们 认为 选取 辅助 函数 G(X) 应 有 三 条 原则 . 一 是 要 求 
使 得 降 维 展开 式 的 余 项 pw 有 尽 可 能 小 或 较 小 的 估 值 . 为 了 得 到 尽 
可 能 小 的 余 项 估 值 ， 由 (3.21) 一 (3. 23) 易 看 出 ， 须 分 别 寻求 辅助 
多 项 式 G(X)， 它 分 别 是 下 述 极 小 值 问 题 的 解 : 


Í, 1С) | av = iat f, IG CO av 
|; IG OD [dV = inf |, [G Qo [av 
ПС le= int IG Ole 
此 处 各 个 jnfimum 系 对 一 切合 于 形式 (3.16) 的 多 项 式 G 所 取 . 
选择 函数 G OO. 的 第 二 条 原则 是 要 求 降 维 展开 | was 中 


的 三 的 项 数 不 要 太 多 ， 结构 形式 不 要 太 复 杂 . 三 是 要 求 降 维 展开 
式 具有 尽 可 能 高 的 代数 精度 . 

一 般 说 来 ， 余 项 || 的 “ 极 小 化 问题 ” 是 很 难 解决 的 ， Ай 
对 很 特殊 的 一 些 区 域 才 可 能 求 得 满足 极 小 化 要 求 的 辅助 函数 
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GOD (983). 所以， 通常 只 能 在 考虑 到 后 两 条 原则 的 情况 下 , 适 
当 照 顾 到 第 一 条 原则 . 

我 们 将 给 出 辅助 函数 C() 的 一 种 选择 , 它 能 使 含 m 项 的 降 维 
展开 式 具 有 2m- 1 次 代数 精度 . 

在 式 (3.20)， 设 中 !,， 中 ;为 光滑 函数 ，V。-! 为 有 界 单 连通 闭 
区 域 . 则 可 选取 G(X) 为 


6%) = (89) {Pi m" 
* (Kn— Cb. OR s Kn) )"} (3.24) 
按 如 的 降 需 展开 ， 不 难 验证 式 (3. 24) 所 表示 的 G(X) 符合 (3.16) 
的 形式 . 


定理 1 设 FCX) ECV, WARGA 如 式 (3.24) 的 降 


E po 


-CD F 
ГТ f. -ag 600 ЧА 


_C D F ә" 
7 (2m) | Jr, „ 9л ES 
+ G,— 105, s Xa1))"} AV 
应 用 广义 分 部 积分 公式 (3.7)， 这 里 把 38"F/axy 看 作 式 (3.7) 中 的 
F, 把 {Xs G5, 2, 00" 05 7 505, 2 2))") BEG 
并 且 


(057 G5, 7,1)" 


А=9"/дат 
则 不 难 验证 相应 的 降 维 展 开 项 


И45=0 
5-1 


故 得 
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Аан (a га iem" 


+ G,— 0.00, re Kn) AD 
1 [222 a 
=], В Фол) 
+ (n= b, (X> 7, Xs) "HAV (3.25) 
用 任意 的 次 数 不 超 过 2m — 18 n ú # Ji RAR А. (3. 25) 式 中 的 
F(X), $8 р„=0. 此 即 证 得 式 (3.20) 具 有 2m- 1 次 的 代数 精度 . 
定理 8 REO ECV). WAR СОО MG. 20 (BB 


pou |e- Фб mL 


+ 7 iO, а)" |. (8.26) 
los] <- iii oe | [а 0 0 n 
+ Q7 iG sei" |. 63,27) 
lo.| < Gl sel., | ®.- 0 on 
* @- Фә ma" |, (3.28) 
lonl <[ as; еол, El. 
(3.29) 


WE 式 (3.26) 一 (3.28) 是 显然 的 . 往 证 式 (3.29) .由 式 
《3.25)， 利 用 熟知 的 Schwarz 不 等 式 可 得 
1 jl, 
Lz 


lonl S op 


pram 
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(f, @- 0mm Gs Da о av) 
再 利用 广义 分 部 积分 公式 ， 得 到 
f, 67 Di Eis rtan) Gs Фу, оь ) dy 


=f, (а= Q5, 7 Xna) 


2m 
EE E А 


=m)! = T т 
= Quo Qm | Cram Bish) rap 
因此 ， 最 后 得 出 


1 


x 
Ip. (2m)| 


Ө" | 
\дх?” ry 


i 
. (@т)\ од = des m 
(], a T ) {xn 7 Ф. GO, 7, 1, 02^ dv) 


i 
1 „| JEF 

"asi |®- $i Gy 1e) |. larl. 
证 毕 . 

在 $4 中 ， 我 们 还 将 根据 不 同 的 区 域 给 出 余 项 p 的 更 精细 的 估 
计 . 

由 于 受到 Gr6bner (1948[84]) 工 作 的 启示 ， 书 [1] 第 四 章 82 
中 ,针对 球 域 6 QI RAI) АДОИ, (220,8 + +х„ 
入 1) 上 的 积分 ， 分 别 选 用 Hermite-Diden 多 项 式 


eg (9 Yon .+ 天 -Da 
оо Cas) Citt (3.30) 


和 广义 Appell 多 项 式 
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8 


0.00) = *) [ат (x, + e + z, — 7] 


Кол 


(3.3D 
作为 辅助 多 项 式 , 并 得 到 某 种 意义 下 余 项 估 值 为 最 小 的 降 维 展 式 . 
今 指出 ， 如 此 获得 的 降 维 展开 式 还 是 xm 项 并 具有 2 — 1 次 代数 精 
度 的 . 事实 上 ， 由 定理 1 及 定理 2 可 得 下 述 结果 . 
定理 3 RFX) 为 球 域 6 (+ …+ 和 好 <1D) 上 的 连续 函数 ， 


BESIGE 
РОХ) йр = 35 | UEA), UX) AS+ pn 
. £ m Js, 


(5.32) 


HPL C, 的 定义 如 式 (3.17). 而 余 项 p, 有 如 下 估 值 
$: "Е 
[pn] < ят „|. (3.33) 
г (n2 1)Q»1 lz: © 
或 
和 i "Е 
lo.] < z ú 
eem 1)ет) ) xi lL, 
(3.34) 
证 由 式 (3.27)，(3.26) 及 
[а-сун Жи. 
ë Ë (metsa) 
2 
可 知 定理 3 AX. 


2m - 1 次 代数 精度 的 降 维 展开 公式 


[Раоа = 5 СЭ“ LaG00,0.00545*». 
Tn io ml ISa- 


(3.35) 
HPL C, 0 定义 如 式 (3.17). TRHA TRUTH 


тут |Ә" 5 


= 
lonl (2m т) р C2m)1 lox lc 


(3.36) 


1 y PaF 


(am2)| |922 |z, 

证 由 式 (3.26)，(3.27)， 及 

Jj: a(i - 2) er TG dy D 

可 知 定理 4 为 真 . 

定理 3 及 4 中 的 余 项 估 值 显然 较 [1] 第 四 章 $2 中 的 相应 结果 更 
细致 . 

一 般 地 ， 假 设 了 ,的 边界 曲面 Sv-: 的 方程 具有 形式 

Ф (9, 7, Nn) а gx, + h= 0 

HopgzgGn, x0 Н Су 0) VUE Tib B y Hr al c 
ЮЖ. TV RIS AP AR IE DO (注意 上 述 的 中 =0 有 时 可 能 
只 给 出 边界 Sai 的 一 部 分 ,而 其 余部 分 是 由 坐标 平面 ,例如 和 = 0, 
…，%o-1 二 0， 构 成 的 )， 则 可 定义 辅助 函数 G(X) 为 


6 (8 Фо, = .Mo))m (3.38) 


完全 类 似 地 ， 我 们 有 下 述 定理 
定理 5 BCCO 由 式 (3. ponen Ф =0 XV.) 1 ih 


le. I«( (3.37) 


uv 


2т-1 次 代数 精度 ， 且 有 余 项 估计 


(3.39) 
或 
ble disse] oe n, 
(3.40) 
再 举 两 个 应 用 实例 . 


例 1 XTERRA (x RITXS-yD, upAd PS 3K 
G(X) 为 
C wil) (= e- иу") 


Bof 4838] E SER UO. Еу лї 2m -1 次 代数 精度 的 降 维 展开 公式 


m=i л Qn-^-1, 
[Fev аху dz zz x Ë (-D* Š S аы -dxdy 
(3.41) 
其 余 项 ps 具有 下 列 估计 
i i 
1 QE 
lo" <( aij) |== Ls (f nana) 


2zR*e*9 5 а" F 
“(диз Gm 5) l ГА 


例 2 АРИ Осн ZR, aycb,upA 88g) щ Ж 
G(X) 为 


G(X) =. nie x) (Ge z — RD") 


即 可 得 到 圆柱 域 9 上 的 4 项 2m — 1 次 代数 精度 的 降 维 展开 式 
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> 1 = QE eec 
[Fey ndety dem LS C [ee т у 


其 余 项 pn 有 下 述 估计 


ol ts [ERE], (fene map) 


L1 (sR le 
~ От) 2m+ 1 Өг?” |, 


84. 具 有 代数 精度 的 降 维 展 式 的 最 小 余 项 估 值 
在 本 节 中 ， 我 们 针对 某 些 特殊 区 域 来 讨论 具有 代数 精度 的 降 
维 展开 公式 的 最 小 余 项 估 值 问题 . 
由 式 (3.7) 可 得 如 下 降 维 展开 公式 
Í „КОО 4600 Xs [9045 (3.42) 


式 (3.42) 略 去 的 余 项 为 
pu= CL)" | GODAFQO AX (8.43) 


这 里 仍 记 2CE, 为 % 维 欧 氏 空间 的 有 界 闭 区 域 ， 其 边界 90 为 分 片 
光滑 的 曲面 ， 特 别 在 %= 2 时 ，8 的 边界 93Q=C 为 可 求 长 的 简单 闭 
曲线 . 

根据 $2 中 指出 的 选择 辅助 多 项 式 GOOD 的 原则 ， 我 们 提出 问 
题 ， 如 何 选取 G (X) 致使 lpx| 有 尽 可 能 小 的 估 值 ? 为 便于 探讨 ， 
不 失 一 般 性 地 ， 我 们 可 令 

А=ртч, өч M= m 
为 了 使 G(X) 从 多 项 式 类 选取 ， 下 面 考虑 儿 个 常用 的 多 项 式 


类 (其 中 党 记 M =m, + o +), 
Hi 表示 次 数 不 超 过 必 的 % 元 多 项 式 集合 ， 特 别 ， 简 记 Hu= 
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Hi. 
Puer ло A JU к Jtrh 4864-8589 
ИМ, JEHA лут nns 一 项 的 系数 是 1. 
Куч yo ?表示 这 样 一 个 类 ， 其 中 每 个 多 项 式 可 表 为 


in 


G(X)ma mex M aaa n tmm 
i terin 


0<4,+е,„<М-1 Oi, e +i KM- 
Hin ime 表示 这 样 一 个 类 ， 其 中 各 个 多 项 式 CCX) TEA 
QUOD Sam zm D asa mn 
ig oin 
OSi SAh, k—-1,-^» Q«i tti SM-1 


显然 上 述 多 项 式 类 之 间 有 如 下 的 包含 关系 
Ha G) Hu Q3) Ha 5) C Hn m CK, өт, 
C P, Qm c Нус СМ 
上 式 左 端 为 乘积 集合 ， 右 端 C* 为 具有 连续 的 M 阶 混合 偏 导 数 的 % 
元 函数 类 , 
如 将 (3.42)，(3. 43) PRG CO UE P, m nmi d i, 
则 可 得 近似 降 维 展 开 公 式 
"E 
| raxx momy ha 0045 8.40 
其 中 
w Qo =š P ct 154 tinm AT) бтр snnt ут уйуу, 0) F(X) 
e Dem -imam GOD 8. (s ag) 


axi/8v 为 坐标 变量 反对 曲面 89 外 法 线 的 方向 导数 . 式 (3.44) 略 去 
的 余 项 是 
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puz C D” -| GDh rem FOX - 


mpm, 
(3.46) 
容易 看 出 ， 降 维 展开 式 (3.44) 具有 М-1ККЖШЖ. KR 
上 ， 它 对 如 下 的 % 元 多 项 式 函 数 F(X) 而 言 是 精确 的 : 
F(X)= X. аң. iah (RV b b VEM) 


其 中 21 ЖЖП ABE mms, r$ mms 的 那 一 项 . 
同 83 中 的 分 析 结 果 相 类 比 ， 在 引进 C 模 、 闷 模 和 Z: 模 以 后 ， 
可 知 余 项 (3.46) 有 如 下 三 种 估 值 方式 


1 

loul s. ПАРІ ІСІ 63.47) 
1 

ім е Ж Ж еу G.48) 
1 | 

lou] < жыт ПАРА! (8.49) 


HJ, АЙ ДЕ—#ФИЖ А ЩС, L, Led» RESISTE, 也 
就 可 以 得 到 相应 意义 下 的 pu 的 最 小 估 值 ， 相 应 地 当 降 维 展开 式 中 
的 辅助 函数 G CX) 取 为 某 种 极 值 函数 (多 项 式 ) 时 ， 得 到 的 最 优 降 
维 展开 公式 就 可 用 作 构 造 具有 代数 精度 的 最 优 边界 型 求 积 公式 的 
一 种 工具 . 

对 一 般 高 维 区 域 G， 最 小 零 偏差 多 项 式 的 显 式 表示 问题 是 个 
很 难 解 决 的 问题 ， 但 对 几 种 特殊 区 域 已 有 一 些 具 体 结 果 ， 这 里 将 
利用 [31 中 的 一 些 结果 来 得 出 pu 的 最 小 估 值 . 【3 中 已 证 明 : 假设 
a Èn ERARA VO ISK, i=l n), WEER 
域 b, KAR K, ，…m ?上 的 最 小 零 偏差 多 项 式 为 


*) 


2k-1 
m, 


Assn CO = TI ( x; + cos 
ii kei \ 2m; 
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且 其 最 小 需 偏差 是 2-”*"， 于 是 将 此 结果 应 用 于 式 (3.47) 可 立 得 


Т 
定理 6 (Büko=V, F(X) EC (9)， 则 在 多 项 类 


Km "ad a Алон, (X) A 便 得 到 F, 上 的 一 个 


lpu| < KEN i МЕн (3.50) 


由 于 在 三 角形 区 域 A(x>> -1, у®-1, х+у<0) 上 和 圆 域 
Ко? +у®%<1) E, KARK, o EERDERE 项 式 (参见 
【31) 分 别 为 

20-1 xd j-1 
Bem G, y) = nc COS jtm, Tm) -x )П(у+ cos 27 im, Fm) z) 
A 


Е 2i-m -1 NU: 2j-m,-1 
I, = 1 7 2 
mm, (s 3) T ( sin 2 +m,) л)Ц(э+ sin 27" tus") 


且 相应 的 最 小 需 偏差 都 是 27 *" ?+t， 于 是 可 知 有 下 述 结论 . 
定理 7 三 角形 域 A 上 和 圆 域 R 上 的 降 维 展开 公式 


у і 
f F(x, y)dxdy z —— — = desi -f; d > (- D^DX& 
e F(x, y) еч 771m? Baym (х,у) jay 
—A 0 [ Dn pee 
M т\т} f.i È con D i 


* FG, y) DO i PB, Qr y) dx (3.5D 
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"1 
Í E, y) dxdy zz i > (= DAD 
R IRL k-0 


mpm, Ç 
FQ, y) DO np, i Q5) lay 


mt (= m ttp w 


sarj 
AEA jud > 
k-0 
“Fos WDom PL oye (3.52) 


еки С, у) MTRT: (s n 时 是 最 优 的 . 式 (3.51) 


los, = < SN оту жт, Se mi |р TOR " 
(3.53) 
和 
lo», = | < “Spm *m Ll Y Эл, al ре Е | 
(3.54) 
它们 在 前 述 意 义 下 也 是 最 小 的 


近年 来 ， 多 元 直 交 多 项 式 已 成 为 构造 高 维 求 积 公式 的 一 个 常 
用 工具 (例如 参阅 本 书 第 一 章 )， 今 参照 多 元 直 交 多 项 式 存 在 性 的 
证 明 ， 并 根据 式 (3.49) 可 以 证 得 下 述 

定理 8 存在 唯一 的 G*(X) € P mimo 使 得 


[er oo pax= . min „Јлсоорах 


Gep, (эт 


loul 2-48 Jel (3.55) 
L2 L2 


ттр 

HAHI Rp n—2,m,—2,m,—1 的 情形 为 例 来 证 明 G* 
的 存在 性 .事实 上 一 般 情 形 下 的 证 明 是 完全 相似 的 . 今 设 G G, у) 
EP 即 

G= xy + au + 0,5 05, + G, XT + а,,жу + aa y 
+ а + G Xy? азу 
ii 
ш ydxdy 
BEGGE, RIER A TFA OS 4715038 IJ A 阵 是 满 
秩 的 : 
(His Barni Higrps Pardi Вож ожо» Piden» 
Barsi Bienen» Parnaros Mid+s)) 
0xi, 353, $4j«3, G,j)= (2,1) 

ЮН ҢА, ЖКХ, ДИТ С a, (03 + 
«3, G, j) # (2, D) 使 得 它们 与 相应 的 行 向 量 之 积 的 和 为 零 向 量 . 
设 

Qui (8Y) = lon + 4% + йу + 4022 + A, XY + BoY? 
+ ayot? + 41у: + азу 


则 应 有 
[КЛ +%уйзйу=0 0<it+j<3 6,24 (2,1) 
тй 
[Qu CDT dx dy Xn О„зйуййхйу=0 
жы] t0, 0 àxdy- 0 矛盾， 由 此 得 证 . 
下 面 来 讨论 G QO ЄК, mo BR. 此 时 G 可 以 表 成 
148 


GOD ex аре = Qs a 1) 
Hp Q € Hy. Hu —4H M - 1 W IE XU {Goi 
1, 2, = N). 由 Jackson 定理 知 ，N<( Му” г?) 于 是 由 
内 积 空间 的 最 佳 逼 近 定 理 立 得 ， 唯 有 当 G NUS 
G*(X)= x" xm 一 Xen а", GDG; 
. (3.56) 
НОС, АЙ), A 
[сет 4Х= min f GY ax 


GEK, (m vtm? 


因此 有 下 述 
жаз gyro erara merenti 


最 小 估 值 . 

对 于 轴 对 称 区 域 ( 即 关 于 所 有 坐标 轴 对 称 的 区 域 )， 规 范 正 交 
多 项 式 很 容易 求 得 ， 因 此 利用 定理 9 估 值 余 项 是 比较 简便 的 ， 下 
面 我 们 举 一 个 二 维 轴 对 称 区 域 Q 上 的 例子 来 说 明 问题 . 我们 记 


po = | yanay, 


Bi 1 当 M=6 时 , H%-1= 开 的 一 组 正 交 基底 为 (参阅 [85]) 
Gss =° + a, + b,zy* + Сух 
G, =зу+айу+Ь,у%+ C,y 
Ga = Ay! + аз + Ь„жу* + Сух 
G4 Xy! cay by! + Cy 
G,,,— xy* - aux! + bxy? + С,х 
Goss =J" + ауу + b,y° + Су 
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КЖ as b, c, 由 下 列 方程 确定 


Ma Иза Hj а Hiris 5-4 
He Ша Но i | 三 一 | Biesss-i #=5,3,1 
Ma Mx Hài i Hieis1-i 


b, 
€, 
Bo Ho. Ho: [7 / bis ei 
| Bay Ma Шз J: Fi o] i=4, 2,0 
Has Hos Hoa с; РИ 


如 果 上 述 的 正 交 基 经 规范 化 以 后 为 {Gi Grs Gas Gas Gos Goh, WXY 
TGE€K,Q"D,m  m,-M —6, 余 项 (3.46) 有 如 下 的 最 小 估 值 


1 n, omo? _ | 
lo. NYC |р (ELO F|, |n куз у» ‚бб, " 


在 [1 的 第 十 三 章 中 ， 曾 考虑 了 齐 次 降 维 展开 与 齐 次 代数 精 
度 等 特例 .现在 有 了 8§3 的 准备 就 不 必 再 受 “ 齐 次 性 ”条 件 的 约束 ， 
可 以 平行 于 [1] 中 的 有 关 论 述 ， 直 接 建立 下 述 诸 命 题 . 
P Оо RU 
命题 2 假设 F(X) ECm ет (0), 0 为 n 维 方 体 域 a= V, 


G(X) =Qn, б) Qu, (a) (3.57) 
Sin[(%;+1)cos™'%] 
Q. G) = 2" FUIT EE ГҮН 
i-c1,2,-,9 
则 GE Hf me ,而 相应 的 降 维 公式 的 余 项 (3. 46 ) 有 如 下 估 什 
C 参照 式 (3.48)) 
[ри| < ge IY l7], (3.58) 
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命题 3 Шаст Go) 中 所 有 满足 如 下 条 件 
|AF| <А 
的 函数 ЕЙ. ОКС, ЗЕТИ. 46) 有 
如 下 的 确 界 公式 


A 
inf E ом (F,G) да kici mi (3.59) 


DR. ERN ARAS ONE wea NAE 
и} 961. 

(3.58) 5j (3. 59) ESAE], 4G CX) НЕ (3.57) 选取 时 可 以 
达到 余 项 估 值 极 小 化 的 目的 ， 从 而 还 可 以 得 到 2=T 域 上 的 一 类 
最 优 降 维 公 式 (3. 44). 

参照 [1] 中 的 方法 ， 从 上 述 最 优 降 维 公式 出 发 , 可 以 构造 出 具 
有 最 高 代数 精度 的 所 谓 “ 最 优 边界 型 求 积 公式 ”， 这 种 公式 用 到 
的 边界 结 点 个 数 还 是 最 少 的 ， 推 导 细节 可 参阅 下 一 节 . 


$5. 具有 代数 精度 的 边界 型 求 积 公式 构造 法 


在 这 一 节 中 ， 我 们 要 利用 $3 中 提出 的 具有 代数 精度 的 降 维 展 
开 式 ， 给 出 构造 具有 代数 精度 的 边界 型 求 积 公式 的 方法 ， 这 个 方 
法 构造 出 来 的 边界 型 公式 里 都 含有 被 积 函 数 的 微 商 项 ， 因 此 克服 
了 第 一 章 中 用 纯 代 数 方法 构造 的 边界 型 求 积 公式 代数 精度 低 的 缺 
点 . 不 仅 如 此 ， 对 于 某 些 特殊 区 域 而 言 ， 我 们 还 可 以 构造 最 优 求 
积 公式 !5599， 这 类 公式 不 但 具有 预先 指定 的 代数 精度 , 而 且 所 用 
到 的 边界 结 点 的 个 数 还 是 最 少 的 . 

构造 具有 代数 精度 的 边界 型 求 积 公式 的 关键 是 对 降 维 后 所 得 
的 低 维 积分 选用 适当 的 近似 求 积 公 式 ， 使 其 代数 精度 与 降 维 展开 
式 的 代数 精度 相 “ 匹 配 ”， 亦 即使 最 终 获得 的 边界 型 求 积 公式 的 
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代数 精度 与 降 维 式 的 相当 . 

为 叙述 简明 起 见 ， 我 们 以 三 维 情形 为 例 ， 考 虑 可 表 为 下 述 形 
式 的 积分 区 域 j 

Alpi CEY) <2<ф,(9,у), (%,y) € 6) (3.60) 

Jine. 6.579, yit) Jú juk, 67) x-y 平面 上 由 分 段 光 滑 
曲线 围 成 的 有 界 单 连通 闭 区 域 . 

Ш ЕСХ),С(Х) € Ce? (0), X «(x,v,22 € Q, dX —dxdydz, 
则 由 式 (3. 19) 可 得 如 下 的 降 维 展开 公式 


J=| Fax 
ФЕ g^ IG 
а DJ. a2 ` бе dy (362 
上 述 (3.61) 右 端 已 舍 去 余 项 pw 
(-D^[( F 
рар) Др o OO dX (3.62) 
不 难 验证 


690 y (gn) (€ фу) tios» 


为 三 元 多 项 式 . 将 它 代 入 式 (3.61)， 则 右 端 和 式 中 每 项 被 积 函数 
HL IR 707771 G /02777! 也 都 是 三 元 多 项 式 . 
设 
0,05 y, z) = ITE e Е. 
于 是 由 (3.61) 有 
Ј=] roo ax 


1 m-i 
# 250—125) E9053 6. 05 30 
7 0,05, 0,05 0) ]dxdy (3.63) 
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如 果 我 们 对 上 式 右 端的 每 个 二 重 积 分 都 利用 同一 个 具有 代数 精度 
的 二 维 求 积 公 式 

| geo ndsays z > АДЕ Gy) (3.64) 
便 得 到 

J= Í FAO AX 
a 5 > € (МФ Yn буд) 
= Dalis Yis i 055 ур) ] (3.65) 

此 即 计算 积 分 7 的 三 维 边界 型 求 积 公 式 , Fer GN Gas У ФУ) 
G5 У» $A G 0) ($50, 4,715 ў=0, 和 一 1) 均 在 边界 面 
QL. HEB 1 知 ， 降 维 展开 式 (3. 63) 具 有 2%Y% - 1 次 代数 精度 ， 
而 (3.64) 又 是 具有 代数 精度 的 二 维 求 积 公 式 ， 故 边界 型 求 积 公式 
(3.65) 亦 具有 代数 精度 因此， 我 们 可 以 断言 ， 对 于 (3.60) 型 区 
域 上 的 积分 7， 恒 能 构造 出 形 如 (3. 65) 的 具有 代数 精度 的 边界 型 
求 积 公式 . 

为 使 边界 型 求 积 公式 (3.65) 与 降 维 展开 式 (3.63) 具 有 同样 的 
2m - 1 次 代数 精度 ， 应 该 利用 具有 多 少 次 代数 精度 的 求 积 公式 
(3.64) 952 下 述 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 

定理 10 设 积分 区 域 vise ыга 其 中 由 (4 у) 为 了 


Ф - 


=Í 2m-1 ， 当 r=s=0 
Ü 2m. max{r,s} ， 其 它 情形 
证 记 式 (3.63) 右 端 每 项 中 的 积分 为 Pa 
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Р,=| (0.0 9,0053) = 04105,0105) ] dxdy 


其 中 
.9F, 9G 
92^ 9zn7^71 
显然 ， 为 使 式 (3.65) 具 有 2m 一 1 次 代数 精度 ， 对 于 每 个 Pi 所 
使 用 的 求 积 公式 (3.64) 的 最 低 代 数 精度 可 以 是 不 相同 的 ， 即 对 于 
每 个 P 可 以 使 用 不 同 的 求 积 公式 (3.64)， 不 妨 设 相应 于 Pi 的 
(3.64) 的 最 低 代数 精度 为 太 ， 今 要 求 对 每 个 P, 均 使 用 同一 个 求 积 
公式 (3.64)， 且 要 保证 式 (3.65) 具 有 2‰%- T 次 代数 精度 ， 则 不 难 
看 出 该 求 积 公式 的 代数 精度 不 得 低 于 t= 二 max{ 刀 }， 因 此 ， 只 须 估 
算出 # 就 不 难 证 得 定理 . 
今 设 F 为 2% 一 1 次 多 项 式 ， 则 了 ,的 被 积 函数 亦 为 多 项 式 , B 
多 项 式 的 次 数 就 是 纹 。 由 于 Ff 为 2 - 1 次 多 项 式 ， 故 BFV8z 为 2m 
-4&- 1 次 多 项 式 ， 从 而 不 难 验证 
SF 2m-k-1 r=0 
S38 ==, y fd Qm-h--r +>0 


9F 2m-k-1 s=0 
SR бы =g, apii] (2т®-Ё-1)-5 s>0 


由 于 G(X) 是 m 次 多 项 式 ， 利 用 计算 高 阶 导数 的 Leibniz 公式 可 以 
算得 


a-i 


3 Cae - 6 (а, ymi 


* G4 ау) 
其 中 Ci 为 依赖 于 m, 的 系数 .多 项 式 


nii m Ait 
aser |z=0 0y) "à 24 Cu $i б» УУ 60,59"! 
(+=т) 


брт = 2 


的 次 数 为 (+1) .max{r,s}， 同 理 
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m-i G 
Oz! |а=ф,(®,у) 
的 次 数 亦 为 (%+ 1) .maxt{7,s}， 从 而 
| (zm-k-i* (k+l max{r,s} r=0 
Фф о Рт ре 55, 
(2m-hk-1* (8+1) max(s) s=0 
oO, y, sd PAR Ds (k+ J)max(r,s) s>0 
因此 ， 
-Í 2m-k-1 r=s=0 
"lammax(ns) 其 它 情形 
而 


2m- 1 r=s=0 


кеша {А} наах) KENS 


从 而 定理 得 证 . 
例 1 考察 


I= [| ze, y, 2 dxdydz 


XopO(-1€x«1, -1€y«1,-1«z«1). 

BR. PUNKERA y= —1, 4,055) =1, WARF 
(3.60) 型 区 域 ， 我 们 可 以 构造 出 具有 2 — 1 次 代数 精度 的 边界 型 
求 积 公式 


1 Ce Wt 


1 
> 2 (C DA [iG yo 1) ~ iG; -0] 


m i fo m 


其 中 


Іх 
_ BF тє 
P= ga t Gee 


= m (9Y' 5 us 
G(X) = an; az) Læ- D" 
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又 因 r=s=0， 根 据 定理 10 应 当 使 用 2w- 1 次 代数 精度 的 求 积 公式 
(3.64)， 我 们 不 妨 使 用 乘积 型 的 Gauss 型 求 积 公式 ， 从 而 得 到 计 
算 I 的 边界 型 求 积 公式 


m-i m-i 


Ix. > > F C Die [@,G3, D 


ml i- i- 
= Фь(%,У» - 0] 
Хро Сашо, x, y dimi Legendre 多 项 式 的 零点 ， 
结 点 的 数目 为 202 个 . 

根据 定理 10， 读 者 还 可 以 自行 构造 各 种 具体 区 域 (例如 单纯 
形 域 、 圆 柱 域 等 等 ) 上 的 具有 代数 精度 的 边界 型 求 积 公 式 . 

我 们 现在 利用 84 中 导出 的 最 优 降 维 展开 公式 来 构造 具有 最 高 
代数 精度 的 最 优 边界 型 求 积 公 式 . 

以 下 ， 我 们 考虑 的 是 方 体 域 F,(- 1« «1, f=1,…,n) 上 的 
积分 ， 由 于 构造 高 维 方 体 域 F, 上 的 边界 型 求 积 公 式 ， 必 须 用 到 低 
维 域 上 的 求 积 公 式 ， 记 以 应 从 低 维 作 起 ， 今 在 基本 公式 (3.44) 中 
令 Q=T: 可 得 


Јаде а W,dy- f was] 


(3.66) 
这 里 


W,- =F, (У) = * (- DDo» F. D, -lp sp" 


x==1 


W,=W,@) = x (~ 1)" +0 эю Б.р --06|” 


y--21 


由 $4 命题 1 知 最 优 边界 型 公式 至 多 只 能 要 求 对 Hi- 中 的 多 
项 式 是 精确 的 .为 达到 这 一 精度 ， 类 似 于 前 面 的 做 法 ， 我 们 选取 
具有 代数 精度 为 M - 1 的 任意 一 个 机 械 求 积 公式 
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f [ode оја) C-1S6<D — (3.67) 
-41 1-0 


代入 式 (3.66)， 并 注意 到 G(x,》) 204, 020^, C, 
Ssin[ (ma Dcos^x]. 
00) = Жа" Den 
可 得 


WZ ixi ELI (3.68) 


这 里 
m~i 
中 全 = Ec Dima ею пырт» а) - 
-ЕФ%®(-1,007* »cn»] 


т, -1 
- € prt [re a DQ, 008: 3°” А) 


= Еа 4, -DOD Qm 7c D] 


其 中 Fw = DowF， 于 是 不 难 推断 下 述 定理 为 真 . 
定理 11 HPRAF Ey) ECosrm ,公式 (3.68) 恰 好 给 出 


通过 对 (3.67) 的 不 同 选取 ， 可 以 获得 各 种 不 同 的 具体 的 边界 
型 求 积 公式 ， 特 别 ， 可 以 根据 定理 11 去 考虑 7, 域 上 的 计 值 点 个 数 
最 少 的 最 优 边界 型 求 积 公 式 ， 事 实 上 ， 芳 为 偶数， 斑 =2r(r> 
1D， 则 取 ?#=”， 并 将 (3.67)? 取 成 M - 122r - 1 次 的 Gauss RRA 
式 ， 该 公式 用 到 ”个 计 值 点 .将 这 样 的 式 (3.67? 代 入 式 (3.66) 以 
后 ， 就 得 到 由 47* 个 计 值 点 作成 的 最 优 边 界 型 公式 (3. 68)， 它 对 类 
3-! 中 的 一 切 多 项 式 是 精确 的 ， 而 且 点 数 Ar 是 不 能 再 减少 的 了 . 
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故 有 下 述 
定理 12 为 了 对 于 Hio, 中 的 一 切 多 项 式 精确 成 立 , 方 域 F 


илен 1212.28 ТАША ЛЕН АЗАН А] 


ке go И.а, ly «n, zn 上 的 三 重 积 
分 


I(F) =Í, F(x, y,z)dxdydz 
з 


其 中 请 (%,y,z) 是 一 多 次 可 微 函 数 . 由 (3. 44)， 按 前 述 做 法 可 得 
如 下 的 最 优 降 维 展开 公式 


Is qmi | d [xe] ES эй 


«Jf reno T, tnt 


би эк 
+f fi [zena] Ф| G.69 
其 中 
X (x, y, z) = 号 (- D'Di*s5 F 
К k-0 
. Qn -а-1) (%) Qm," ) (COT ) (a) 
YG, y, z) = * (- Dm Do њор 
k= 
“Qn 00 Qm a 77? Q) Фа? G) 
ZG, y, z) = z (- D *m HDi тою FE 
-ü 
Om, O Qu, C) Om, "3 77? (z) 
式 《3.69) 的 右 端 舍 去 的 余 项 为 
(- DM 


mox. [X 
бм: ттд sls GD" 3? Fdxdydz 
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这 里 
G(x,y,2) =О„, Qm Оу) 0,0) 
AdRFG,y,2) CHi- Wjos-—0. Н.Ж 


Gael, [re 


E -3 


[zn] 


将 成 为 一 些 二 元 多 项 式 ， 其 对 各 双 变 元 而 言 恰好 属于 二 元 多 项 式 
Hy- 于 是 将 边界 型 公式 (3. 68) 应 用 于 式 (3.69) 右 端 的 各 个 
二 重 积分 上 ， 即 可 得 到 F: 上 的 一 个 最 优 边界 型 求 积 公式 . 因此 ， 
令 M=22， 由 定理 11 及 12 即 可 得 到 下 述 

Кы 13 uds уйлы руы -: 交 中 的 多 项 式 精确 


GLER t), (+1, "nn d» liD 
j20,1,:,5-1 
事实 上 ， 只 须 逐 次 应 用 最 优 降 维 展开 的 方法 ， 用 平行 于 [98] 
中 的 论述 ， Бен R TORREA, 


(tle +1,4), (+ 1, f £ 1) (bigs £1, £1) 
j-0,1,-,"-1 
ми ины е йин 
它 各 种 区 域 上 的 具有 代数 精度 的 边界 型 公式 的 问题 ， 仍 然 值得 继 
续 研 究 . 
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$6. 降 维 展 式 及 边界 型 公式 的 应 用 举例 
我 们 仅 就 以 下 三 个 方面 举例 说 明 降 维 展开 公式 和 边界 型 求 积 
公式 的 某 些 应 用 . 
一 、 有 理 分 式 遥 近 
Hi Darboux 公式 的 一 个 特殊 形式 (3. 3) 式 ， 容 易 导 出 如 下 的 
QObreschkoff 公 式 为 此 ， 只 须 在 (3. 3) rH, F=f, bx, a=xo 
n=m+k, HOH = -t-t 


* mik mk-vY(s- uv A 
[rosa ("Е EPO 


mk т+Ё-у\(%- m ^ 
асо) 


wi - (3.70) 
或 者 写成 另 一 
Hes "ex 4)" ft Ga) 


n k- СО 
= (АУ) уед +, G.7D 


其 中 


R, = d: (x - t)" (Xo D'fe*» adr 


hui 
为 了 便于 使 用 ， 我 们 再 将 式 (3.7]) 改 写成 E. Beck 形式 


pa D'— (5) @ t)” pe (уу 


( n Jui 
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Е 的 GE /° G) 


++ Í|, (x - Dn руе (dt 


(3.72) 
下 面 ， 我 们 利用 式 (3.72) SERES pr HC Ae IU ЖШ Лу SORGE 
1. 12063.72), 44 —0, [S =e*， 得 到 


Z(mtkYw LDH [ na —w) "ed 
2, ) дешы юте А 


在 上 式 中 舍 去 余 项 ， 就 得 到 e 的 一 个 有 理 副 近 式 
È on+k- vi(7 ye 


ex (3.73) 
+c 1l)"On + R— vi (А) 
v-0 
ЖЕЙ, M m=i 
k 
È Qk-v) а 
PLUS s EN (3.74) 


利用 式 (3. 74)， 我 们 可 以 近似 地 计算 <， 例 如 ， 令 8=1，2， 
3,4,5, 我 们 分 别 得 到 关于 e* 的 下 列 逼近 式 


a 2*5 ь 12+ 6z+ae 


2- x ` 12- 6 x+ 
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Hbc re 


g; етан стай: 


` 120- 60x + 12x? — x" 
а 1680+840% + 18022 + 202 + xŠ 


1680 — 840% + 18022 — 2028 + x 


с 90240 + 15120% + 3360x? + 4201 + 3011 + x° 


30240 - 151205 + 33601 — 420x" + 30x* — x 


计算 所 得 的 一 些 数值 结果 如 下 表 : 


2.714 | 2. 71831 |: 2.71828172 |2. 718281828 

7.00 | 7.400 | 7.38889 | 7.3890578 
i 

13.00 | 20.7 20.065 20.08597 


7.389056 
20.08554 


2. 考 虑 函数 


th (e — 1) / (@*+ 1) 


HARDER. 最 简单 的 分 式 是 将 式 (3.74) 代 入 上 式 ， 可 得 
Ss-w1 (2? )eo'-1i 


xc D’ Ok- vi (® )@®” "+1 


thx (3.75) 


3. 在 式 (3.72) 中 会 去 余 项 ， 并 且 令 % =1, S =r, Др» 
是 任 一 实数 ， 得 到 
Eoi (1 _®-1)' 
= (17E) vl 
v 


m 
OM 


v 
»-0 + 
v 


nQ — 1) (n — y 1)" 


D'ain- 1) -v+ 1) 
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从 而 


(3.76) 


AÈ mtk- yinQi- D- n у+р(" )e-»' 
EC mo "m D:G- v+D (5 Je- D'wet 
(3.76)' 


"д 


特别 ， 当 你 = 有 时 ， 近 似 式 G.76)' 变 成 
23 ав- AA SAYS D- ИС v» )e- D” 
РГТ вуран 1) «(n- -»«p(? )e- ne 
(3.77) 


КБ 


TEXG.TD US, #ШФЁ=2, «—2, 4 二 十， 可 得 


4. TESXQ. 72) PEERI, ЭЕ Н Ф% —1, О) =1nx, 则 可 得 
k 
(> ) G-0D* 


laser z COS y e o pit Žr m) BET 
v 


(3.78) 
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34 m= hl, 063.78) JS 


‚ (5) 
laxa; у) | (рт l]e-» (3.79) 


iy (2) 


Tl, R k= 1, A 


取 k=2， 有 


ln smil (8x -x*-1) 


同 Pade Зл rp it 1800845, Simi, 353.72) CHE BE 
的 逼近 效果 ， 此 时 通过 简单 的 变量 替换 可 将 式 (3.72) 变 成 
k 


k - 
fe) -fe)* 2 M Yo -(- ру» a] 


° @-х,)'+ Ry (3.80) 
其 中 


ja ҮЛГҮЛҮҮ "m 
Rya- Q1 [a Df 9*9 (ж, + £ G — 1.) ) dt 


式 (3.80) 一 般 称 为 Hummel.Seebeck-Obrechkoff 公 式 , 简称 HSO 
公式 (参阅 [29]，[40])， 

对 于 函数 /(x) =e*， 利 用 HSO 公式 (xs=0) 得 到 的 有 理 逼 近 
式 如 (3.74) 所 示 . 有 趣 的 是 ， 这 个 ex НН А Е е y 
[%/ 有 级 Padé WER: 

k Ё\ 
= P 00-01 Gy 
Z core) 


(8.81) 


当然 ， 我 们 不 要 因此 而 认为 用 HSO 公 式 对 任意 给 定 函数 所 
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ЖЕНА ИЕТ ОЙ iE АО Раае жт. 事实 上 , ЯҢ 
Jœ) =exp(arctgx), WIEHSOZ 3042,70, А=1) 88] 


узы тА 
1 2 
- ж+ж 
1 2 


ЈО) а 


但 相应 的 [3/2] 阶 Раде 逼近 式 却 为 


1 +0.84х+ 0,8712 + Eo 
[O5——1-9616x40.889 — 
关于 HSO 公 式 的 适用 范围 问题 ，E. W. Cheney УТ. H. Sou- 
thard 在 总 结 性 文章 [9 中 已 有 讨论 ， 他 们 指出 ， 只 要 函数 /(%) 满 
足 关系 式 . 
Ро) = К (x)f (x) + R, (x) (3.82) 
其 中 R,(%*) 和 R,(%) 为 * 的 任意 有 理 函 数 ， 则 f(%*) 就 可 以 用 HHSO Д 
ARRP E HAMNER. 
满足 式 (3. 82) 的 函数 (x) 还 是 不 少 的， 例如 比较 常见 的 有 
e, еб, 10*, Іорьх, агсірх 
(а + 7 (c sh^ x), х^"(а+ blogx) 
GQ - 2)", [Rœ] 
HPR DERAMAN, a, b, HERR. 
下 面 ,我 们 将 给 出 一 个 寻找 二 元 函数 的 近似 有 理 分 式 的 方法 . 
在 某 种 意义 下 ， 这 个 方法 可 以 看 作 是 以 Obrechkoff-Beck 公式 为 
基础 的 一 元 有 理 逼 近 方 法 在 二 维 情形 的 扩充 . 
4 Cm x уо, УЖК, z<, Ay. 为 简便 起 
见 ， 往 后 常 采 用 如 下 记 法 
[ /®» |, efe - fes», 
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[леу T =/(®, у) - 0, уо) 
Yo = 


假定 G(X) 是 * 的 m 次 多 项 式 ，*" 的 系数 为 1. 5 REOS = 
32f/3x3y， 代 入 公式 (3.20)， 便 得 到 
JG, y) mf (zo y) +S GG y) = f Gos y) 


SPESE TT «n 


хта К, 可 表 作 
RCPUY ec [55 


在 公式 (3.83) 中 可 以 对 G (9 作 各 种 选择 . 为 了 使 余 项 (3. 84) 

有 较 小 的 估 值 ， 最 好 选择 区 间 [0, 11] 上 的 Legendre 多 项 式 作为 
Go) (参阅 【5】 中 定理 3) : 

G G) = 


1 
8 £! dx (8.84) 


Iv Jwe- D"] (xxxn 


将 上 式 代 入 式 (3. 83) , 便 得 到 如 下 的 一 个 展开 公式 (其 中 0<*<<1， 
0<y<1 
JG, y) =/00,у) + /(®,0) - 700,0) 
" (~ 151 df im .Y 
+ ou [(-б), (=) б-а) + 
(3.85) 
其 中 余 项 Ra 有 如 下 两 种 估计 


Meer) 人。 880 


IR] < 


xy Jl seis |. (3.87) 


КОД 1 дх"*!ду 
5Җ (3. 86) f (3. 87) Hll ARERO, 0<y<1 ЕҢ 
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Чеъышевў г. 

注意 ， 式 (3.85) 中 的 Rn 相当 于 在 (3. 8 rh Ф%» = 00 8. 
因此 ， 为 验证 式 (3.86)， 只 需 对 式 (3.84) 右 端的 积分 (其 中 %= 
=0) 应 用 Schwarz 不 等 式 ， 事实 上 ， 我 们 有 


IR, <-i (f б реф УТ (Ca) e y 


i " 
< ( GTI ) а | ERES 


m) : gay 。 /一 
BICTNZ 7T. ` 2 ` (от |. va 
由 此 式 (3. 86) 得 证 ， 至 于 (3. 87)， 其 证 法 完全 相似 ， 读 者 不 难 自 
行 验证 之 . 

TER, Xem 较 大 时 ，(3.86) 和 (3. 87) 两 式 的 估 值 是 较 小 
йо. 8, WA 


M 
R 

IR < SEP ху lc 
R pä 
| “1<бзтазвоо ^ 1. 


下 面 我 们 应 用 式 (3. 83) 3 Sp H AF36 EDU, ВНОГО RC. 
1. Жіова ++) ЖОН 536, Hopes 1,0 yx, 
以 G4(%) 简 记 如 下 的 次 多 项 式 


GD = (-L- )" - а)" 
于 是 根据 式 (3.83) 可 导出 
log(1- z+ y) &log (1+ x) + log (1 y) 
&-D! 1 ro asa d * 
E (2m)| Ts aew] 
(3.88) 
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Р 76 9010601 + х) X logQ у), ДАГИ FE SUR IS ST 

谓 Beck 形 式 的 近似 有 理 逼 近 式 (参阅 【731 中 第 二 章 82). 或 者 在 式 
《3.79) 中 将 * 换 成 1+ x, R 

б 


log (1+ 2) ZZ > « Tu cal T co] 


м2 


(3.89) 


将 上 式 及 相应 的 log (1+ у) 的 近似 式 代入 式 (3.88) 后 ， 便 得 到 一 
ADB жИН. 
我 们 指出 ， 假 如 令 (3.89) 中 的 x 换 成 x*+y， 则 所 获得 的 以 
G+) 为 变 元 的 有 理 分 式 ， 其 精度 一 般 说 来 将 比 不 上 式 (3. 88). 
例如 ， 取 %=4， 令 *=y=1 代 入 式 (3.88) (其 中 log 2 RA 
(3. 89) 计算 ), 则 可 求 得 近似 值 


log 3221. 0958445 


误差 为 0.00277， 但 如 果 按 Beck 近似 式 (3.89 计算 (其 中 取 
x2), МИФ 
log 3271. 0935744 


误差 为 0. 00504, 

事实 上 ， 色 取得 越 大 ， 则 式 (3. 88) 的 精确 性 越 加 显著 . 

总 之 ， 利 用 二 元 函数 展开 法 (例如 公式 (3.85) 所 导出 的 近似 
有 理 分 式 ， 往 往 会 比 藉 助 于 一 元 函数 的 Obrechkoff-Beck 公式 所 
得 出 的 结果 来 得 好 些 .一般 说 来 ， 将 公式 (3. 85) 应 用 于 近似 计算 
时 ， 误 差 的 主要 来 源 是 /C0,y) 及 JJ(x,0) 的 近似 代替 . 实际 上 ， 
HR, 所 产生 的 误差 通常 是 微不足道 的 . 

2. 求 1(%*,y) =e2 的 有 理 近似 分 式 

Jf G, у) =e2 代 入 到 式 (3.85) 可 得 到 
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(-D* 2*9 CDU ac 
+ Ë Ст) Уне» à mp? 0 


(3.90) 
不 难 算出 
eo-(-L-) атат (% )@т-® 
HGO 代入 (3.90)， 再 经 整理 ， 则 得 到 二 元 有 理 返 式 
C2m)1+ 3i am- bi [2 ) э* 


еэ E (8.91) 
(2m) 十 2 (= 1)*у*б, (а) 


显然 ， 当 x=0 或 ?=0 时 ,上 式 是 精确 成 立 的 .又 如 取 #=1 或 
у=1, 则 得 出 一 元 函数 e" 或 e* 的 近似 有 理 分 式 . 

然而 式 (3.91) 的 右 端 关 于 变 元 x 与 ?是 不 对 称 的 . 为 了 达到 对 
称 化 的 目的 ， 只 须 将 * 与 ?对 换 位 置 ， 然 后 将 所 得 的 公式 与 (3.91) 
右 端 分 式 分 子 、 分 母 分 别 相 加 即 可 . 

由 于 双 曲 函数 可 以 用 指数 函数 的 有 理 分 式 表示 出 来 ， 例如 
thxy= (#9 -1)/le*»+1)， 因 此 根据 式 (3.91) 还 可 以 得 到 关于 
thxy 等 函数 的 有 理 允 近 式 . 

在 公式 (3.91) 中 取 %*=1， 不 难 算出 

GD = Qm - bi(^) 
于 是 得 到 近似 有 理 分 式 
(2m)! + È т-Ю! (z) 


er M : pu 7 6.92) 
(2m) + У (2т- №1 (%)с-» 


相当 有 趣 的 是 ， 这 个 近似 式 恰好 包括 了 Euler 无 穷 连 分 式 
w=1+-2 X > y 
2-у +6 +10+--+ 2Gn+1) + 
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的 所 有 渐 近 分 式 ( 参 阅 [731 的 第 二 章 35). 另 一 方面 (3.92) 也 可 利 
用 Obrechkoff 公 式 推 导出 来 . 
除 此 而 外 ，(3. 91) 也 还 包含 另 一 个 在 本 质 上 不 同 于 (3.92) 的 
жал 
, ns Een m (x) iin 
(2m)| + È O D'6,00 
ЭХ ЖГ ЖЕЗ НОР y Th EAE IRR. 对 不 同 的 变化 区 间 
Tí, WERB. 92) 80 (3. 9 SECULI, XXE НИКЕ 
研究 的 问题 . 
在 83 中 ， 对 C(2) 作 其 他 不 同 的 选择 ， 可 得 到 相应 的 展开 公 
式 . 利用 这 些 降 维 展开 公式 ， 也 可 以 构造 简便 而 有 效 的 二 元 有 理 
WER. ATER. 
二 、 特 征 值 问题 
在 涉及 弹性 理论 、 不 稳定 振动 分 析 、 原 子 物理 的 振动 问题 里 
特征 值 问题 扮演 着 主要 角色 .问题 的 提 法 可 以 概括 如 下 ， 已 知 某 
' 个 包含 参量 和 (通常 称 为 “特征 值 ”) 的 线性 微分 方程 及 某 些 齐 次 
的 边界 条 件 ( 如 果 不 考虑 其 平凡 解 》=0 的 话 ， 它 们 使 得 方程 仅仅 
对 一 些 选择 适当 的 是 可 解 的 )， 寻 求 使 得 方程 有 解 的 最 小 的 值 M 
(或 者 是 几 个 最 小 的 值 MD . 
我 们 指出 ， 在 31 中 给 出 的 Petr 公 式 对 于 解决 特征 值 问题 是 很 
有 用 处 的 . Petr 公式 (3.5) 只 用 到 函数 本 身 及 其 微 商 在 积分 区 间 
端点 的 值 .这 些 值 恰 好 可 以 通过 给 定 的 微分 方程 加 边界 条 件 来 确 
定 。 
这 里 ， 我 们 只 用 简单 的 例子 来 说 明 如 何 利 用 公式 (3. 5) 去 解 
决 特征 值 问题 ， 读 者 不 难 由 此 举一反三 ， 将 3. 5) 式 用 于 更 为 复 
杂 的 情形 . 
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设 有 二 阶 常 系数 微分 方程 
y ry +My=0 (3.94) 
及 边界 条 件 
y0) =0, y'(D =0 
由 于 线性 齐 次 微分 方程 保留 一 个 不 定 的 振幅 因子 ， 因 此 我 们 可 以 
给 y 在 *=0 点 的 微 商 以 任意 的 值 ， 比 如 可 令 y'(0) —1. 
在 这 些 条 件 下 ， 微 分 方程 (3.94) 单 值 地 确定 了 》 的 各 阶 微 商 
在 *=0 点 的 值 . Ж 
y=a + ах + X? аз + ee 
代入 微分 方程 ， 并 比较 等 式 两 边 同 次 项 的 系数 ， 可 得 
4,—0, d, 21, а= -1/2, 4,2 (1 39/6, = 
у) =0, 3' 0) =1, y" (0) = - 1, y" (0 =1-А, -- 
(3.95) 
假定 
ж=1+ё&, y=b, + bE + bE? + DE + 
使 用 同样 的 方法 ， 我 们 就 可 以 得 到 》 三 》(%) 的 各 阶 微 商 在 另 一 个 
端点 的 值 : 
bos b =0, b, — - №,/2, b,—Mb,/6, ++ 
У) zh, y'Q)=0, y" (0) = -M y"! Q) mAb, ++ 


(3.96) 
Ж b, 是 未 知 的 . 
在 Petr 公 式 (3.5) 中 ， 设 (4%) 为 y”(*), ДЕ (А) =y" G), 
并 且 在 两 个 端点 有 
Е) = –- 1 Е() = -ib 
Е' (0) =1-А Е' (1) = 和 bo 


又 在 式 (3. 5) hem =2, 443) 


“у E PEN 67 1- Ab) + Q —A - M) 
[eism o -» 0 Д 


12 
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从 而 


Бу (7 – А) /ТА (3.97) 
现在 令 式 (3.5) 中 的 F(x) =у' (х), 3EíRUn z3, WWE 
Е(0) =1 F0) =0 
F(0)--1 Е) = -Mo 
FUG0)=1-X F'(1) =b, 


由 式 (3.5), 可 得 


fy War=yD - y(0) =60 +120 1+M) + (1-A + M9 
9 


120 


从 而 又 有 

b,— (49 -3)/ 020 - 13А) (3.98) 
比较 式 (3. 97) 和 (3.98) 的 右 端 ， 我 们 就 找到 了 确定 特征 值 和 的 二 
次 方程 

205° — 554^ + 840=0 

这 个 方程 的 两 个 根 是 

^,2:1.6095 А, =26. 0905 (3.99) 
在 这 两 个 根 中 ， 仅 仅 较 小 的 根 是 有 意义 的 . 事实 上 ， 当 在 计算 中 
再 引进 短 级 数 展开 式 后 面 的 一 些 项 时 ， 较 大 根 的 变化 是 十 分 剧烈 
的 ， 而 较 小 根 的 变化 是 微小 的 ， 警 加， 我 们 在 的 展开 式 中 要 计 
算出 4 次 项 的 系数 ( 即 在 计算 中 引入 (1) 和 ?》'(0))， 那 么 应 在 
引用 公式 (3.5) 时 分 别 取 久 二 3 和 mr 二 4， 这 样 我 们 又 得 到 两 个 关系 
式 ， 


= 1-10 k= 879 – 18А 
° MT3-3) ° 1680-2014 +A? 
从 而 ， 又 得 到 一 个 确定 ^ 的 三 次 方程 ; 
28? — 4074A? + 80638A — 119280 —0 
按 实质 来 说 ， 上 述 方程 仍然 是 二 次 方程 ， 因 为 立方 项 只 是 一 个 不 
大 的 修正 项 .我们 先 不 管 立方 项 ， 求 得 一 个 值 X， 然 后 将 2806 
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作 修正 项 加 到 自由 项 里 去 .这样 所 找到 的 最 小 根 是 
À =1.608467 
将 这 个 入 ,与 (3.99) 中 的 入 相 比 较 ， 看 出 较 小 根 的 变化 是 不 大 的 . 
这 说 明 (3.99) 中 的 Xi 已 经 是 很 靠近 真正 的 最 小 值 A 了 . 
因为 在 这 个 简单 的 例子 中 可 以 求 得 Xi 的 精确 值 ， 所 以 我 们 可 
以 进一步 检验 用 上 述 方法 得 到 结果 的 精确 性 、》; 的 真 值 由 下 式 给 
出 Li 


入 = L+ 0: (8.100) 
其 中 6 是 超越 方程 
tg6 一 20 (3.10D 
的 解 ， 这 个 方程 的 最 小 根 是 
0,—1.1655618 
从 而 
和 =1.608534 


TUR, эц m—2,3 8, ЖЭ JE п - 0.0010; 而 当 
m3, 4 时 ， 误 差 仅仅 是 =0.000067. 

寻求 特征 值 的 Ritz 方 法 是 基于 某 一 个 积分 泛 函 的 极 小 化 ， 因 
Ж, ВАНТАЖНИКИ T. 本 节 所 介绍 的 方法 并 不 要 求 
ЛИТА А ЗЕ). 我 们 可 以 在 极为 一 般 的 条 件 
下 应 用 这 个 方法 ， 甚 至 可 以 对 非 线性 的 微分 方程 应 用 这 个 方法 . 

三 、 边 值 问题 

进一步 引 促 前 一 部 分 的 思想 ， 我 们 会 发 现 ， 边 界 型 求 积 公式 
不 仅 可 以 用 来 计算 特征 值 ,而 且 还 可 以 用 来 求 微 分 方程 的 实 解 。 

作 代 换 

ж=ах, (3.102) 

视 % 为 新 的 自 变量 ，0 为 常 的 参量 ， 当 新 的 变量 %, — 104, НЮ) 
Ж х=а. 因此， 新 变量 的 函数 值 y(1) 对 应 着 旧 变 量 的 函数 值 
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уб). 

显然 ， 微 分 方程 (3. 94) 现在 具有 如 下 的 形式 

y' cay + a'ày-0 

前 节 的 数值 表 (3. 95) 现 在 应 该 相应 地 变 为 

4,4—0,  a,-a, 4,——0*/2, аз=а°(1- А) /6, 

У0) =0, y'O) =a, у (0) = - а, у!!! (0) =(1-А)а?, + 
而 数值 表 (3. 96) 变 成 

YA) 三 Do， у) =, у''(1)=-а5,-в?МЬ, 

YA = -Mab Ab, + 

与 前 节 不 同 ， 这 里 和 应 该 是 已 知 的 ， 仅 如 入 是 未 知 的 ， 和 前 
节 的 步骤 一 样 ， 这 里 得 到 的 第 一 关系 式 ( 相 当 于 前 节 的 (3. 97) 式 ) 
是 
b, - a— [6(- a? - ab, — ahb) + (739a? - (1 39 a?b, ~ asb ]/12 
于 是 ， 我 们 得 到 线性 关系 式 

(6c + a?A)b, + [12+ 6a+ (1 — 3)a*]b, 
—12a- 6a* + (1— А)а? (8.103) 
为 了 更 简捷 地 得 到 第 二 个 关系 式 ， 我 们 这 样 简化 计算 (显然 要 损 
失 精 确 度 )， 在 式 (3.5) 中 取 妈 =2， 并 对 前 三 个 边界 值 〈 不 使 用 
уто) fll y" QD 应 用 公式 (3.5). 这 样 又 可 得 到 
o= [6 (а+ &,) + ( — a? + ab, + а?) ]/12 
并 由 此 得 到 新 的 线性 关系 式 
(12 — à*À) b, — (6 + а), — 6a — а (3.104) 

关于 % 和 已 解 (3.103) 和 (3. 104)， 得 到 


e а(144 - 12h). 
144 + 72a + 12 (1 + A) a? + 6)a° + A?a* 


b, 


b = a 1447 72a + 12 (1 5А)а* + 6\а® + Ata 
* 144 + 72a 12 (1 +%)а*+ Gha" + Аай 


HAREE, HH ya) =b, ау! (а) =b. i ус) 和 
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(的 两 个 逼近 式 分 别 为 


о X(144 – 12А) 
09 = 144 + 72x * 12(1 + À) а + GAX? + А?л* 
(3.105) 
和 
Э од 2144 - 72 € 121 ~ 84? + б\лё + a 


144 + 72x - 12(1 + А) GAX? + Nx 
(3.106) 
>" (%) 和 其 他 的 高 阶 微 商 均 可 由 原来 的 微分 方程 (3. 94) 求 得 . 
为 了 检验 一 下 我 们 所 找到 的 近似 解 的 精确 度 ， 我 们 取 一 特例 
=-2 此 时 ， 边 值 问题 的 精确 解 实际 是 
Q0 = (e-e70)/3 
y'Qo = (e* 2e79) /3 
近似 解 是 (3.105) 和 (3.106). #91], Zex— Lab, ЖИЙ ИНЖЕ 
FG) =0.8610 y' QD =0.9963 
而 近似 解 是 
XD =0. 8571 ў =1 
由 此 可 以 看 出 ， 精 确 程 度 还 是 比较 好 的 . 
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жди 复 域 上 的 降 维 展开 公式 


本 章 和 第 五 章 给 出 的 降 维 展开 公式 都 是 精确 的 降 维 展开 〈 即 
余 项 为 零 )， 但 它们 是 在 对 被 积 函 数 加 上 一 些 限 制 条 件 时 得 到 
的 

本 章 内 容 概 括 了 P.J. Davis6e 的 有 关 降 维 展开 的 一 些 工作 . 
Darvis 从 复 域 上 的 Green 公式 出 发 ， 借 助 于 Schwarz 函数 把 解析 
函数 在 复 域 上 的 二 重 积分 化 为 一 个 围 道 积分 ， 再 利用 留 数 理论 ， 
最 终 得 到 一 个 精确 降 维 展开 公式 .由 于 对 任何 给 定 的 调和 函数 总 
可 以 求 出 一 个 以 其 为 实 部 的 解析 函数 ， 因 此 我 们 也 就 能 同时 得 出 
调和 函数 在 复 域 上 的 精确 降 维 展开 公式 . 82 中 给 出 了 一 些 特殊 区 
域 上 的 具体 展开 公式 . 83 是 从 另 一 角度 讨论 降 维 展开 问题 ， 它 提 
出 这 样 一 个 方法 ， 使 得 我 们 能 对 一 些 预 先 给 出 的 复 域 上 的 精确 降 
维 公式 ， 确 定 出 它们 所 适合 的 区 域 


$81. 解析 函数 二 重 积分 的 精确 降 维 展开 公式 
在 本 节 和 下 面 两 节 中 ， 我 们 约定 一 些 记号 ， 在 复 平面 中 ， 记 


z=%+iy z=%-iy 4. D 
引入 算 子 
人 
acci; у) эг “жэ + зу) 
4.2 
ec rd di-dx-idysdz (4.3) 


ESO =u, у) + iu G y) RI 
9//9z= (1/2) (и, + їо, ~ iu, + vy) (4.4) 
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9f/0z— (1/2) G, + iv, + $, — Uy) 
再 若 /是 解析 的 ， 则 


u. =u, чу= – Ys 
H 
9/9: =u tivs=f" (9) d 
8//9z=0 
如 果 记 
J G) =u, y) - ivix, y) 
则 这 时 的 (如 也 是 解析 函数 . 故 类 似 可 得 
87(2/82-0 (4.6) 


2/8 79) 
假如 B 表示 复 平面 上 的 点 集 ， 则 B 的 反射 集合 为 
B={z|zEB} 
车 f(z) 在 B 中 是 解析 的 ， 则 J(z) 被 反射 后 是 定义 在 BB 中 的 解 
析 函 数 ， 且 由 


fo-fo a.n 
所 给 定 ， 易 见 此 时 有 
VOLO (4.8) 


设 3B 是 区 域 B 的 依 正方 向 绕 行 的 边界 .下 面 是 几 个 Green x 
式 的 变形 : 


J 7@ewary= | Уво (4.9) 
[| 8aray=- | Гео ало 


或 者 
ТЕ 
ое олду = | fog ois 
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DOR y iz 
=- ж JN (z)gG)dz (4.11) 


特别 ， 当 f(z) 三 z 时 ， 有 
1 


ff ees dy= 2 f EO (4.12) 


上 述 公式 成 立 的 充分 条 件 是 和 g 在 B 中 解析 ， 且 在 BEE 
微 . 
下 面 引入 平面 曲线 的 Schwarz 函数 . 
假定 给 出 了 复 平 面 上 曲线 C 的 直角 坐标 方程 


Фу) =0 (4.13) 
注意 到 记号 (4.1)， 则 式 (4.13) 又 可 写作 
BG+D/2, (2- 2/21) Z0 (4.14) 


ЖЕК z ЯП АО BERRIE. 假如 我 们 能 够 从 
《4.14) 中 解 出 z; 

z=S(z) (4.15) 
当中 是 解析 函数 时 ， 则 除了 在 一 些 奇 点 的 附近 外 ， 方 程 (4.14) 的 
解 函数 S(C2) 是 解析 的 . 我 们 称 SCz) 为 曲线 C 的 Schwarz 函 数 ( 参 阅 
【2J{14]) .由 于 篇 幅 记 限 ， 我 们 不 打算 深入 地 谈论 Schwarz if 
数 ， 而 仅 给 出 一 些 大 家 所 熟知 的 性 质 . 

如 果 中 是 x，? 的 代数 函数 ， 则 S(z) 也 是 z 的 代数 函数 ,并 且 是 
多 值 解析 的 .如 果 C 是 闭合 的 解析 曲线 ， 则 S(z) 在 一 个 完全 含有 
C 于 其 内 部 的 环形 域内 具有 一 单 值 解析 的 分 枝 . 

下 面 有 关 Schwarz 函数 的 等 式 都 在 曲线 C 上 成 立 . 


z=S(2) 
z=re", =zz=|S)|?, 0—ilog(z/2)/2-—1log(S(2) /2) /2 
(4.16) 
SW id 3-iY „|, 


dz  dxeidy 14iy! 
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= 
1S' (2)| =1 (4.19) 
如 果 曲 线 C 通过 z 点 ， 则 在 zi 点 C 的 切线 方程 为 
z-S'()G-2z)-z (4.20) 
Рр, JH. T CO JE D Hy Schwarz Ж, СЛР [н] 
的 交角 8 满足 
tge —i(S' - T) /(G +T!) (4.21) 
特别 ， 如 果 在 公共 点 S' =T'， 则 两 曲线 相 切 ， 如 果 S' = -了 工 '， 则 
两 曲线 正 交 . 
此 外 ， 在 曲线 C 上 还 有 
Фу 450) 
dz: G+ S: (2))5 
dzdz — (dx + idy) (dx — idy) =dx*+ Фу? ds! — S! (z) dzdz 


(4.18) 


(4.22) 


(4.23) 
所 以 
ds = y S'(z)dz (4.24) 
曲线 C 的 曲率 
Ё=15''/2(5'у'. (4.25) 
[А[= [S"|/2 (4.26) 


AET, S'O 也 称 为 曲线 C 的 “ 复 曲率 ”. 

封闭 解析 有 曲线 C 的 Schwarz 函 数 可 以 用 C 的 映射 函数 来 表示 ， 
Ф w- M (2) 为 任何 一 个 将 C 及 其 内 部 1-1 保 角 映 射 到 闭 的 单位 图 
的 解析 函数 ， 且 z 王 训 (z) 为 其 着 ， 则 C 的 Schwarz 函数 


SG) =m(1 /M (туу (4.27) 

ЭХ Шил c S4. 
设 ? 点 是 解析 曲线 C 上 的 一 点 . 由 于 SCz) 满 足 泛 函 方程 
S(S(2) =z (4.28) 
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ВЖЖ ze SG) JE C V z Ңң BJ Schwarz 5 3 € & B Davis f 
Pollak[12p. 
我 们 回 到 降 维 展开 的 问题 上 去 . 
对 于 解析 函数 /(z) ， 由 (4. 9) 式 ， 可 以 得 到 一 类 精确 降 维 展 
开 公 式 
Јо da 3; f ea: (4.29) 


a NEP! a+ 
Јоан ros 102) 2 (n>0) 


(4.30) 

它们 将 解析 函数 的 二 重 积分 精确 地 化 为 一 维 积分 ， 分 离 式 (4. 29) 
和 (4. 30) 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 ， 不 难看 出 ， 式 《4.29) 和 (4. 30) 
不 过 是 本 书 第 三 章 中 研究 过 的 降 维 展开 公式 在 复 域 上 (关于 解析 
函数 ) 的 变形 ， 下 面 ,我 们 将 针对 复 变 函数 积分 的 特点 ， 介 绍 另 一 
种 精确 降 维 展开 方法 . 在 式 (4.29) 和 (4.30) 中 ， 如 果 8B 的 
Schwarz 函数 SCz) 易 于 求 出 而 又 形式 简单 的 话 ， 我 们 将 z 换 成 相 
应 的 函数 S(z)， 得 出 


EE 
| |, Hor dy-i[ Se fay dz (4.31) 


Í f FIO dy. a 5] „05009997004: (n>0) 
(4.32) 

往 下 可 以 利用 Schwarz 函 数 S(2)? 的 具体 形式 ， 考 虑 用 Cauchy 定 
理 来 改变 积分 路 径 ， 再 根据 留 数 理论 将 (4. 31) 和 (4. 32) 式 中 含有 
S(2) 的 围 道 积分 精确 地 化 为 求 积 和 式 和 若干 定 积分 之 和 的 形式 . 
这 样 可 得 出 一 类 形式 更 为 简单 的 精确 降 维 展开 公式 . 具体 例子 见 
$2. 

我 们 指出 ， 上 述 精 确 降 维 展 开 方 法 还 可 以 应 用 于 调和 函数 的 
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二 重 积 分 上 . 事实 上 ， 设 w(%, 少 在 0 上 是 调和 的 ， 则 可 对 QQ 上 任 
意 一 点 (%o，》0o) 构 造 出 函数 


Vos, sf” vis wu, dx + йу 
Mg rt 


使 得 f(z) =u y) + У G.) dE Q 上 是 单 值 解析 的 . 然后 依 前 
述 方法 ， 用 式 (4. 31) 构造 出 


Í j: faydxdy =ff = (х,у) + šV (x,y) ]dxdy 
的 精确 降 维 展开 公式 .在 得 到 的 展开 公式 中 分 离 出 实 部 ， 就 得 出 
[йу 的 精确 降 维 展开 公式 . 


$2. 展开 公式 的 应 用 
在 本 节 中 ， 我 们 将 对 上 一 节 提出 的 降 维 展开 方法 举 出 若干 应 
用 实例 ， 并 且 导 出 一 些 常见 区 域 上 的 精确 降 维 展开 公式 ， 下 面 常 
设 /(?) 是 解析 的 . 
1. 先 考虑 АС. 
|z- z| <r 
C 的 边界 8C 满 足 方程 
(2-20) (2-2) =° 
由 此 解 得 9C 的 Schwarz 函 数 
#=5() =20+7/(2— 20) (4.33) 
zo 点 是 SCz) 的 单 极点 .可 以 证 明 ( 参 阅 Davis 和 Pollak (125, Ж 
所 有 的 曲线 中 ， 仅 有 圆 的 Schwarz 函数 是 z 的 有 理 函 数 . 
当 z=0 时 ， 


S(z) =r?/z 
此 时 可 得 如 下 求 积 公 式 
E à 了 yz2a+2981 [o 
[2 Јод dudy ss (D J: ud 
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zy 


mc - (n 
a pi^ (0) (4.34) 


1n—0,1,2,-- 


当 %w=0 时 ，(4.34) 式 就 是 解析 函数 的 中 值 定理 . 
再 考虑 半 回 HC; 
а? куу yzo 


AX HC 的 边界 3HC 上 的 圆 弧 眉 ， 并 且 z 点 依 正 向 描 出 R. 则 有 


¿= E ет 
[| ze ё у= | 2i zf(z) dz 


"PX Ц E NES 
Tar). xf (x) dx + » Јода 


RA z-S()-r/z, WJ 
Пе f) dx =] xf (x) dx + —_. =Í. uo 
MERR RR z 点 依 正 向 描 出 的 半径 为 se(<r) 的 上 半 圆周 . 由 
Cauchy 积分 定理 得 
z 1а. Саи "794, 
2i J, x 


LO 
十 一 A k dz 
注意 到 
故 有 
i 3. Kora = fo 
因此 最 后 得 出 降 维 展开 公式 
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ff, res à x f GG) ds TÉ 26 ГО? аҳ 


+ T (0) (4.35) 


其 中 ， 对 于 右 端 第 二 个 积分 ， 应 计算 其 Cauchy 318. 
2. 椭 圆 B; 
(а/а?) + (су?/Ёу<1, ab 
的 边界 ƏB 的 Schwarz E 


S -5 re рд Матиас 


2 + 
s= + CW 3MNSCOD Ед. WRR > 平面 沿 着 - W 0 x 
过 VV 本 -本 制 开 ， 则 5S() 是 定义 在 此 新 平面 ( 设 其 为 2*) 上 的 单 
值 解析 函数 . 

由 于 Sco 的 表达 式 的 第 一 项 在 B 内 是 正则 的 ， 故 有 


[f.i dy- ау] Aga f(z) da 


=P [| УРУ 
TU шс доре" ЕЛМИ, MARN ТЇ ИВ 
8B 换 成 如 下 两 条 积分 路 径 ， 一 条 在 和 辅 的 下 方 由 - T Е 
到 V27 一 大， 即 江 平面 制 口 的 下 边 ， 此 时 dz=4%， 被 积 画 数 变换 
为 WE ЈО). 95 ЛЕХ TIS ET 2 E 
到 _- V 均 = 更 ， 即 平面 z* 制 口 的 上 边 ， 此 时 刁 = - ex， 被 积 函数 
为 V d TU x fon. АНЕ НЕЗА SR 


Ju rab 
Jf aa a= аги 


БЫЛ 


(4.36) 
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如 果 在 也 的 方程 中 取 

а(р+р71)/2 =(р-07')/2 
则 得 到 焦点 位 于 z= +1, ОР Ка 56=p 的 椭圆 B。， 由 (4. 36) 
得 出 B, 上 的 降 维 展开 公式 


[| „/4хйу= оо f VTE foods 
Bp 2 -1 


(4.37)! 
这 个 公式 最 早 是 在 1965 年 由 Davis 利 用 第 二 类 Tschebycheff 多 项 
式 的 双 正 交 性 导出 的 . 
3. 考 虑 玫瑰 线 ， 
ri"—c + bcos2m6, 0< |b| e, m=1,2,° (4.37) 
注意 到 
cos 27 0 = "+ z" 
2z"z" 
由 式 (4.37) 得 


ang" — 0 + b (gin 22") 22m 


(4.38) 
我 们 考察 式 (4.37) 的 一 个 特别 . 令 
m=1 с=а + 22° b=2e2 
则 得 到 所 谓 重 圆 点 四 次 曲线 0Q 
y? = (а? + 22?) + 2e°cos20 =a? + 4e2cos20 (4.39) 
由 式 (4.38)， 得 到 20 的 Schwarz 函数 为 
Sa) ZED tey йезе (4.40)， 


2-8) 
记 90 围 成 的 区 域 为 8: 
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уа?  4e*cos*0 (4.41) 
由 于 点 z= t at. (а/е) 在 曲线 9Q 的 外 10, dk SG) 除 以 
?三 土 e 为 单 极 点 外 是 单 值 解析 的 . 
此 时 ， 由 式 (4. 31) 可 得 


fe dxdy =% f SOID dz 


2л? 


其 中 SQ) WR 4.40 BER. S(z) 在 z=s 点 的 留 数 为 
c _ e (a? + 22?) 十 BA/ at + дае? + de 
G-osc|. 25 


dos 
I. 
2 


类 似 可 得 到 5S(z) 在 点 z= – e 的 留 数 . 因此 有 下 面 的 求 积 公式 
[[/@Ф4ду=я(® +e jeo +f- 55 (4.42) 
如 果 在 (4.42) 中 令 f(z) =z2m， 并 做 极 坐标 变换 ， 可 得 如 下 积 
分 恒等式 
j: ей" (qt + Де2с0520)"+!40 = (2m + 2)л(а? + 28?) em 
(4.43) 
A3, 4m-o, WE 
[| 2xay=@ 的 面积 =л(а® + 222) (4.44) 
如 果 从 式 (4.32) 出 发 ， 则 有 
| [| ze, dx dy= sp | QS Of dz 
下 面 将 式 中 右 端的 积分 展开 . W 
N Qo +C 20) d те + qeu 
(4.45) 
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WSHE) = [NC /G- orti], E D) z= жє Am 
4 二 1 阶 的 极点 ， 除 此 而 外 ， 它 在 3C 内 是 解析 的 . 所 以 得 到 如 下 
求 积 公式 


= | x "| N"+!(z) 
Jf: Sayda dy (®+1)| 2xi Me 


л { а" (Toro ) 


= (+1)! lde" (z+ е)" 


M 


dz" G-e)"! 
[а f CE) +a, f! (е) +++ +a,, f (в) 


T CS [6p 
+070 е) *bsf'(- г) +++ 5, f? (e)] 
(4.46) 
其 中 а 和 b, 55 f ЖЖ, {ТИГЕН Ез (4. 40) 中 导数 算得 . 
Вис, y) 0 ERWA, 利用 上 一 节 中 说 明 的 方法 , 不 难得 
出 如 下 精确 成 立 的 求 积 公 3 


Jf. u(x, y) dx dy= л(& Се е,0)) 


(4.47) 

式 (4.47)? 是 调和 函数 中 值 定理 的 推广 ， 由 此 式 还 可 以 得 到 一 个 有 
趣 的 不 等 式 . 

ФС. ЖЖ || <>. = at ле? ,由 显明 的 不 等 式 

а? + 4e >a + 4е°со5?@;>аЁ 
可 知 
CEEC 

JUR #E С, 内 是 非 负 调和 的 ， 则 有 


Íh, и dudyz | uix dyz. udxdy 
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所 以 


лба? + 4)u(0,0) zz (5 + e )ec, o *u(- е,0)) zz2*(0,0) 


最 后 得 不 等 式 
E “ (0,0221. (ue, 0) +%( -60) > (0,0) 
(4.48) 
再 考虑 式 (4.37) 的 一 个 特殊 形式 ， 即 4 叶 玫瑰 线 R: 
7* =а + 2btcos40 a5 2b* 
由 此 不 难 解 出 
posu = Ser An ЛИ (4.49) 


2-5) 
易 知 ，S*(z) 除 以 z= tb, toi 为 单 极点 外 ， 在 3R4 内 是 单 值 解析 
的 . 
设 3R, 转 成 的 区 域 为 R,， 则 其 表达 式 为 
r*xca* + 2b*cos40 a*» 2b 


由 式 (4.32) 可 得 
Jf. zo udy- T ly S, 90 fd 
再 利用 留 数理 论 则 可 得 下 列 求 积 公式 
ff, rota Te L/D - Gb -fb e ifc- ib] 
4 
(4.50) 
KER, BSc SHE, |, SO dray ti жий рај 


b, JI — 5, 3] — 6 的 两 个 线 积分 的 和 . 
4.299, 的 方程 为 
| 加 (2z)| =" (4.51) 
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其 中 AO) mG-i£)eG-:). 关于 这 一 类 曲线 的 几何 描述 ， 参 
WjWalsh[62,p.551. 由 式 (4.51) 有 


|, |=, Of. =}„(@)}„(@) =" (4.52) 
其 中 ， 假 如 加 (2) ==, WAH 
$o-2Za 
从 式 (4.52) 可 解 出 
ф.05(2)) -r"/p.) (4.53) 


其 中 S$(z) 248397. Schwarz 函数 ， 函 数 名 (S(z)) 是 具有 极点 
Z …zr 的 有 理 函 数 ， 因 此 S(z) 可 由 式 (4.53) 解 出 ， 并 且 是 z 的 代 


数 函 数 ， 
作为 特例 ， 如 果 $00 三 加 (2) 927-1, UT] 
z- sel ü CASS 2 (4.54) 


M т=2 时 ， 式 (4.54) 表 示 Cassini BB 0 8. 我 们 把 *>1 时 的 
Cassini 卵 形 线 记 作 80C， 并 把 IOC 围 成 的 区 域 记 作 ОС. HR 
(4.54)，80C 的 Schwarz 函 数 为 

PEN _n/zi+r -1 

z2sop- 4? cT 
由 于 S$(2) 的 零点 z= ti rt —1 在 30C 的 外 部 ， 所 以 S(2) 在 沿 
-1<x<1 切 开 后 的 区 域 OC 上 是 单 值 的 .再 利用 复 变 数 积分 的 
Cauchy 定理 ， 不 难得 到 如 下 降 维 展开 公式 


Is f G)dx dy= aue DC = — fa dz 


=f - йам радди (4.55) 


1-22 


Зи <1, WiCassini HB H ЖЕН. ГС) 在 右边 
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[бп ЖЕТЕ S K RE R — 38 8 43 пу Ria АВИ Ж {ЫШ T R 
(4.55) 中 的 定 积分 .不 过 此 时 的 积分 区 域 要 换 成 V 1- rt <x<1. 
因为 z=1 和 z=wWT- 交 是 函数 S(2) 的 枝 点 ， 似 类 地 ， 不 难得 到 
J(z) 在 左边 叶 瘀 围 成 的 区 域 上 二 重 积分 的 降 维 展 开 式 . 

对 于 一 般 的 双 纽 线 ， 我 们 把 式 (4. 51) 中 的 * 取 得 足够 大 ， 使 
得 38c, 成 为 一 个 包括 含 z，…,z。 于 其 内 部 的 闭 曲 线 . 记 8sz, 围 成 的 
ERAL.: 

00| <r" 
HAEL, LAP =" ро). WARA. 9) nr 


i5 EN TA 
NE (z)/G(z2)dx dy-—3 INE Hor: 
=m" foe 
== [.„ 55% (4.58) 
Hail EE, WA 


1 JG) —/®)_ Q4 fe _ m: 
zu v2, 507 Fart + у = Me» ,JG)] 


其 中 ， 右 端 表 示 f(z) 关 于 Zz1，zs，…，z 点 的 % 阶 均 差 . 在 结 点 z1， 
s n 中 含有 多 重点 的 情形 下 ， 上 式 右 端 的 均 差 要 换 成 相应 的 广 
义 均 差 (参阅 Davis【13}， 第 三 章 ). 结合 式 (4.56)， 有 


ff, PE day nr fed fd] 4.57) 


ШЖ 2; 是 均匀 分 布 的 ， 则 式 (4.57) 右 端的 均 差 就 变 成 通常 的 
% 阶 差分 ， 设 加 (2) =a- G - n), Eg AO «nr. 则 
得 到 式 (4. 57) 的 一 个 特例 ， 


Ј] P сакау onn Lco feo fm 


martes) т (4.58) 
TRNC/GO = 如 (2?， 则 式 (4.56) 右 端的 围 道 积分 为 
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Lf P#O а 
2zi [| $0 dian 


这 里 ， 我 们 利用 了 幅 角 原理 .最 后 得 到 公式 
ff | P) |'dxd y =nar" (4.59) 

我 们 来 说 明 式 (4. 59) 的 意义 ， 首先， 我 们 用 LOEO 表示 这 
样 一 个 函数 类 ， 其 中 每 一 个 函数 f(z) 在 Z, 上 是 单 值 解析 的 ， 且 
满足 

[f, | f) | *dxd y « + оо 
AOL (Gr) HR HilbertZsjg]. du 384138 EZ, zu 
的 均 差 记 作 D(C(f )， 由 式 (4.57)， 可 得 
De) o | j , FO fe dsdy 


易 知 D 是 Hilbert 空 间 L: (SZ) 上 的 有 界线 性 泛 函 。 由 熟知 的 泛 函 
HE (174, 5.1931, (13, А. 2181), "ff 


Ре 8-4 


所 以 ， 
10112, o7 nn (4.60) 


RIMED = (7205 720^, : |bG2)| <N, Hip 
=a, +a,+ +а,. ПН 5719 


d. 力 (2) = 
2 з», PO Seydz= a f C) 


所 以 从 式 (4.10) 得 出 如 下 求 积 公式 
If... 12 |? Јо) ах dy=x => efe (4.61) 
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最 后 ,我 们 利用 式 (4.57) 给 出 多 项 式 插值 余 项 的 一 个 表达 式 ， 
КЕЈ ЯЛЕ HEA. 
设 如 ( 户 芒 是 不 超过 2 次 的 ， 以 zo，z，…， 2 点 作为 结 点 (不 一 
定 互 异 ) 的 f(z) 的 插值 多 项 式 ( 如 果 绪 点 中 含有 多 重点 ， 则 插值 理 
解 成 是 广义 的 ) .插值 余 项 记 为 
RGD =S) - 527 (4.62) 
如 所 知 С 013, 5.67), WA 
Rz) =(Gz— za) 2 = z): G — z) LAC), f 2o) y 7/02] 
(4.63) 
把 :看 作 固 定点 ， 并 置 
P(b-zt-2-22)-(-z2) t-wriv (4.64) 


РО Жа + 2 次 多 项 式 ， 把 + 取得 足够 大 ， 使 得 z,zo，…,z 完 
全 包含 在 j 
: Ln |р xr (4.65) 
的 内 部 . 

因此 由 式 (4.57) 得 到 


Rha) = 和 VIO (D dudo 


(4.66) 
类 似 于 前 述 ， 有 
i 


-[f, ]AD | du do 


2 
2, 
22221 


= 1G-29 z- z) |° (m+ art 


Tt 


这 里 ， 我 们 利用 了 式 (4.59) . 最 后 ， 


= -eo ff |a" 
Žr 
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р, = реа. аво 


5. 下 面 考虑 可 以 1- 1 保 形 映射 为 单位 圆 的 区 域 . 
设 B 为 包含 :=0 的 单 连通 区 域 . 并 且 
z=m({w) т(0) =0 
将 单位 圆 |w| 入 1 一 一 对 应 地 保 形 映 射 成 区 域 召 .由 式 (4.10)， 有 


E _ 1 22 
[f oro dudy = яо. QU 1/02) йг 


II 


àd san +1 + 
2i (p+ Dhian nw) fonw ym Qo) dw 
x 


$*1 = T m(t L) f(n co) Ym wdw 


(4.68) 
特别 ， 如 果 有 映射 函数 (ww) 是 次 数 为 9 之 1 的 多 项 式 ， 即 
mW) =a aw eau Ay AFO (4.69) Р 
ЗЕН. |], |a, Га а ДЕВ ДУ, Д) Im Qu) 在 
SLE оо 入 1 内 是 单 叶 的 ， 因 此 可 将 |w| «1 映 成 单 连通 的 单 叶 
区 域 .我 们 把 s*=4( 力 + 1) 次 多 项 式 w+ C8 X TEX: 
m+ (t) =b p wt! b, (b 1) wot e t 5,_,(5- pw 其 
0, (01,2, ,5- р) ај 1,2, 7 D 所 确定 的 ， 利 用 留 数 
理论 ， 由 式 (4.68) 不 难得 到 如 下 精确 成 立 的 求 积 公式 . 


Jl. anf (z)dxdy 

= ln eB TDL 

EIS 2л? fiaa (Girt +0. w ) 
* fon) ) m! qe)dw 

= [E sonco m coo) o L. P 
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4 (feno) m! (у) | 
we 


zQO»f(Q() (4.70) 
其 中 CCD) 表 示 s- 工 阶 的 线性 微分 算 子 ， 算 子 中 含有 的 系数 显然 
仅 依赖 于 函数 mCw)， 而 与 1(z) 无 关 . 

请 看 一 个 简单 的 例子 . 

pi i 

me) —w--aw*, m'(w)-14*2aw, т! (w) =24, 

mw) =w + аи? 

щ |а| 充分 小 (例如 ja| 过 1/2 时 ), mCw) 在 单位 圆 |w| <1 内 是 
单 叶 的 ， 并 设 z=m(《w) 将 |w| 志 1 映射 为 z 平 面 上 的 区 域 B. Н 
(4.70) (相当 于 式 中 p=0 的 情形 )， 立 得 如 下 的 求 积 公式 

a 
ff, fi) dxdy a 1. f(n(o)) m! (и) (L+ aw 


2xi Jia 
-a[Q-2]2]9f()0 +27 0)] (4.70) 
КОЕР Eon Go) 的 一 个 特殊 情形 ， 即 ze Ge) 2 w 的 有 理 函 数 
的 情形 . 设 
P Ge) = Ge - a,) (w - a) + (W — an) (4.72) 
R(w) = Go - By) (w — Bj) (w — By) (4. 73) 
其 中 0< a| «1, 69а, $-1,,9, j=l, h, 
x 
Q Go) =u" P (1/w) = (1 — 0110) (1 ~ а)... (1 -а„ш) 
Sw) cw R/w) =  - Bw) (1 - Bw) + G — В) 
(4.74) 
且 当 4 到 0 时 ， 取 


(шу =S W) _ aw(1 ~ Bw) (1 — Bz) 


QG) GQ - aye): (1 ~ aw) 


Saws -- 4.75) 
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UR. || MIA G m1, 0j m1, #1, Эй то) 在 单 
位 圆 |w| <REF. Di, zm Ge) dew E їй АЧУ BJ 
[ш] <1—— Ж ИВ 2g азр Та E KIRB. 

首先 注意 到 Mi/ Go) = [awS Qo) /Q Ge) ]' E || 1 V J& 1E NI 
的 . 其 次 有 

zi 1 ) а/е Q В.е) (1 -В/ш) 
w (1-a,/19) -- (1-7 a,/w) 
Lau ашт! (w — - BD): Go — (w — Bp) 

(0 -a,) (Wa) 

Слао ОЯ 
— Pw) 

因此 ， 由 式 (4. mE 0 的 情形 )， 可 得 


[f, f dxdy za. f (mn Go) ) m Goym(1) dw 


du АЕ 


1 


EN ‚ ашт (w – B): Go — B) 
TUA jo (mn Go) ym (шу— 4 =æ dw 


(0—01) Ge — a.) 

(4.76) 
WR n2p+1, HEGAL, o MERKA, HARRAH, 
不 难 从 式 (4. 76) 得 出 如 下 精确 成 立 的 求 积 公 式 


fj, fG)dxdy- a3 f m (a) m' GÓ a mes 人 -外 


(4.77) 

如 果 点 列 ciG —1, 0) 中 含有 多 重点 ， 则 在 由 (4.76) 利用 留 
数理 论 得 出 的 求 积 公式 中 ， 一 般 还 含有 f(z) 在 多 重点 处 的 导数 
值 . 

如 果 #%<g+ 1， 因 为 点 4=0 也 是 极点 ， 所 以 由 式 (4.76) 导 出 
的 求 积 公式 中 一 般 还 含有 f(z) 在 z=0 点 Cm(0) =0) 的 函数 值 ， 甚 
至 还 可 能 含有 /(z) 在 z=0 点 的 导数 值 ( 当 %-p-1< -1 时 ). 读者 
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不 难 自 行 导 出 这 几 种 情形 下 的 [| SO dxay 的 求 积 公式 . 
如 果 需 要 计算 高 次 矩 | | 2/6 eray。 则 由 式 (4. 68) 可 得 


ffe (2dxdy 


22 / оп Go) ) m! Go) 


EESU SIME" 


[а – 41) (wa) 
再 利用 留 数 理论 ， 可 知 有 如 下 一 般 形 式 的 求 积 公 式 
[[„#/Ф4л4у=$) Ra fe тад) + 214, fo 0 
(4.78) 
Ж, сы, d; fX, Binz BF, d; 200 —0,1, 7). 
下 面 是 两 个 具体 的 例子 . 


例 2 设 
P(w)-w-a, QGe)-1-aw, |а| 1, R(w)-1 


NEPTIS [Go - BD (ш – By] 


则 
mp) =ш/ (1 - aw) m' (шу 21/0 - aw)? 


m/w) =1/ Ge - a) 
因此 得 到 
ERE 5 w 1 1 
NISL =]... 7 (au wa dw 


x x a 

~a- s! (= la) 
不 难 发 现 ， 这 里 得 到 的 公式 不 过 是 式 (4. 34) fe S OE RING. 这 
是 因为 z 王 二 kz) 将 单位 园 [o] 1 映射 为 z 平 面 上 以 a/ GQ = [a] 5 
Wigs, 1/0- |a] 5 为 学 径 的 圆 域 . 
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йз 设 
m») —w(1- Bw*)/(ü -a'w»), 0< |а] <1, $+ ta 
当 ce 和 有 充分 接近 于 0 Н], me) ЖЕ |w| <1 Pod АН RU. Xddiz-— 
mw) H wl 三 1 映射 为 平面 上 的 区 域 B， 则 容易 得 出 如 下 的 求 积 
AR: 
[| feo аау= Aft» Bro» Aaf — ro 


其 中 
д—1* lal* - 382: Ва? |а|* 
ә 1- |а|* 


a(1-— Ва? = 
= M B= (B/a)* 


$3. 核 函数 在 降 维 展开 中 的 应 用 


. 在 本 节 中 ， 我 们 需要 解决 这 样 的 问题 ， 能 否 确定 出 区 域 B, 
使 得 对 于 定义 在 B 上 的 某 一 类 函数 而 言 ， 预 先 给 出 的 降 维 展开 公 
式 或 求 积 公 式 能 够 精确 成 立 ， 我 们 仅 对 元 类 函数 给 出 这 个 问题 的 
一 种 解决 方法 ， 因 为 这 一 方法 是 利用 所 谓 再 生 核 函数 得 到 的 ， 
为 便于 以 后 的 叙述 ， 我 们 先 提出 一 些 有 关 的 事实 (Davis [13, 
812.61). 

设 S 表 示 一 维 或 多 维 的 实 变量 或 复 变量 空间 中 的 一 个 点 集 ， 
变量 zz … 等 都 表示 S 中 的 点 ， 开 表示 由 定义 在 S 上 的 函数 记 构 
成 的 完备 内 积 空间 . 

当 z，w 在 5 内 变化 时 ， 如 果 二 元 函数 (z, w) 满足 下 述 两 个 
条 件 ， 则 到 (2,z) 称 为 完备 内 积 空间 怀 的 再 生 核 函数 . 

1. 对 于 任意 固定 的 2ES，K (z, w) Ew ЫБ TX, 

2. 对 每 一 个 函数 f(w) EX 及 每 一 点 ES, 有 下 述 等 式 成 立 ， 

fG) = QG»,KG,w)). 
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等 式 中 的 足 码 w 表 示 内 积 是 关于 w 变 量 进行 的 ，z 被 看 作 是 常量 . 
定理 1 Сое А оона а 


FUDIAD 
XO, ШАРХ ри, Ar 


L| SCA 
HPCH f XX. 
TAEMA ENRAMA TAAR RANNA RERI 
般 形 式 的 Frechet- TO RE ане 


Lf) fr) 
其 中 的 足 码 w 表 未: HHK (2, mo) 施行 运算 工时 ， 玉 (zw) ft 
看 作 w 的 函数 ， 而 将 ЯМЕ И. 

由 Fréchet-Riesz 定 理 ， 本 定理 是 显明 的 . 

HALB) (B 是 复 平面 上 的 一 个 区 域 》 是 完备 内 积 空 间 
(Davis[13,2.212D , НЕ ЯЕ L: cB) 具有 再 生 核 函数 
K(z,w). 

如 果 区 域 B 是 有 界 的 ， 或 者 可 以 1-1 保 形 映射 为 有 界 区 域 , 则 
LG) E Hilbertzsfi] (113, 2213) . 设 {6.《z)} 是 空间 L:(B) 内 
的 一 个 完全 正 交 序列 . 则 不 难 由 完全 正 交 系 的 性 质证 得 


Kew) - 3L Gt on) 
К Gu) JS C, В B Bergman Et. 
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= POM) — B 
KG) = ym» zy € (4. 80) 


证 mW 
z=M(D 


则 有 
mM (D) =t 


B 
m'(MQ)»M'z1 
HFEA, ELB, WIERE, 5 


е =|| SOE dxdy=|| faa ауга умо дий 
Jp imu dv, 

往 证 序列 所 (9 = [ mym, n0, 1, A 
间 严 (B) 的 一 个 完全 正 交 系 ， 事 实 上 ， 由 于 


daos Uo m ff fo mam aas ay 


=] faeces ara 1M lsdudo 


= ff. f MM' (0) P dudo 


NUR С) 20 对 所 有 的 4 二 0,1,… 成 立 ， 由 于 1，t， P, А 
(C) 上 的 完全 系 ， 则 必 有 
SUMM =0 
又 M' 二 0， 因此 f 二 0， 即 {wn(z)} 构 成 L*(B) 上 的 完全 系 ， 类 似 可 
ВЕ (и. ЛЕЕ, 
ЭВ, 228) 的 Bergman 核 函数 K (z, w) 可 利用 完全 正 交 


198 


系 {w(z)} 写 成 如 下 形式 
KG) = 十 Sr 1) Cn Im (сууп Qe) )'m' (w) 


(4.81) 
再 注意 到 恒等式 
a-z) =+ De 
可 得 出 式 (4. 80). 
现在 我 们 来 解决 本 节 开 头 提出 的 问题 . 
如 果 预 先 给 定 的 解析 函数 f(z) 在 区 域 B 上 的 二 重 积分 的 求 积 
公式 或 降 维 展 式 可 表 为 如 下 的 一 般 形式 


[[„/®Фду=ту› fer 4.82) 
其 中 工 可 以 看 作 完备 内 积 空间 到 (及 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 我 们 的 
任务 是 求 出 使 式 (4.82) 精确 成 立 的 区 域 B， 很 显然 ， 这 一 问题 并 
TUAM. 例如， 对 于 
Lo» =1' =] хау rera» 
X/-1, RASAT. Bul, RUTT RC UR EIEN 
题 的 解 存在 时 才 有 实际 意义. 
设 L2(B) 上 的 Bergman 核 为 K(z,w)， 由 定理 2， 工 (人 ) 又 可 以 
写成 
L = [| fora wdzdy JELB) 4.89 
为 使 式 (4.82) 和 (4.83) 一 致 ， 我 们 令 
L,K (zw) 1 (4.84) 
容易 知道 ， 求 适合 式 (4.82) 的 区 域 B 的 问题 与 下 面 的 问题 等 价 ， 


求 出 区 域 B， 使 式 (4. 80 YEB Е. 
如 果 限 于 B 是 单 连通 区 域 ， 则 由 式 (4. 80)， 可 将 式 (4. 84) 变 
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1 m! (z) m! (w) 

1=215 m- аю) 
тс) EB -RERA |£ | <1. = (4. 85) JE 
关于 映射 函数 m (z) 的 泛 函 微分 方程 .如 果 方 程 (4.85) 有 解 ， 则 
m4(z) 的 道上 映射 就 确定 出 所 需 的 区 域 B， 然 而 ,如同 前述 ， 方 程 
《4. 85) 并 不 总 是 有 解 . 这 自然 使 我 们 想到 ， 是 否 存在 如 此 的 泛 函 
类 ， 使 得 适合 式 (4. 82) 或 (4. 84) 的 区 域 召 总 存在 ? 如 果 存 在 ， 它 
又 是 否 在 某 种 意义 (比如 限于 单 连通 区 域 ) 下 唯一 ? 这 些 问 题 尚 待 
进一步 研究 . 

为 便于 求解 ， 我 们 将 式 (4. 85) 变形 ， 利 用 式 (4. 81)， 可 得 


d iie. D (me) m (т) L[Gnqo))"m w] 


(4.85) 


(4.86) 
当 |z|，|w| 三 1-6 时 ， 式 (4.86) 右 端的 级 数 绝对 一 致 收敛 于 1. 
因此 ， 


1=1 $ z Ony L nym оу] — (4.8D 
对 等 式 两 边 分 别 从 0 到 zC]z] < TD 积分， 得 到 
zz—m() š: (m (z))"1.[ Gn Go) ym! Ge) ] (4.88) 


az = mG) L, à" Т" Өз Ge) )'m! Ge) 


=m эй! (ш) 
=m) L(- 1- m) (4.89 


或 者 ， 


#=-яжб DL. ы y log(1— z(z)m (юу) 
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—xz= L, e log (1 - m(Q)mQe)) (4.90) 


我 们 来 看 几 个 具体 的 例子 . 
例 1 在 式 (4.82) 中 , 设 
Іф) «xR:f(0) 
因此 ， 由 式 (4.88) 得 
az —m() xR'm/(0) (4.91) 
等 式 两 边 同 时 在 z= 0 点 关于 z 求 导 ， 得 
z—zRm'(0)|* 
因此 
m'(0) = Q/R)e* 
代入 式 (4.91)， 可 得 
z-m(z)Re'* 
或 者 
m) = (e /R)z 
于 是 得 到 所 要 求 的 区 域 B，|z| <Р 81). 
例 2 在 式 (4.82) 中 , 设 
г = | foods 
BA { 
| p faydx dy= j: Wax JEL) (4.92) 


相应 地 ， 式 (4.90) 变 成 
zo fi a ILL 
а= | log - monde 
-log(ü-m)m()) -log (1 -m()m(C- D) 


- -mG)mQ) 
log 17 aC. от) «4. 93) 


201 


为 对 称 起 见 ， 我 们 附加 一 些 条 件 : 


m0)=0  m(-nD--mQ =a (4.94) 
1E5R (4.93) 14 9] 4 z—1 和 一 1， 可 得 恒等式 
e —- |а|®)/(1+ |а|) (4.95) 


eae |e|2) /G - lel» 
于 是 
lal? = (6 1) (+10) = 01-7") Ae) (4.96) 

或 

a=. (-e7)/ü*6*) 0<0<2л (4.97) 
取 9=0， 则 

a=V (1-e /+e DD ~0.958>1 (4.98) 
于 是 ， 由 式 (4.93) 一 (4.95) 和 式 (4. 98)， 我 们 得 到 需要 的 映射 函 
数 

= 相仿 = 工人 (3 人)= -上 tanh 5z (4. 99) 
而 适合 式 (4.92) 的 区 域 召 由 式 (4.99) 的 逆 映 射 给 出 


z=M (b =、log (3 ET )= - 2 arctanhat 


(4. 100) 

#Ж#Ї0<а@20.958<1, эщ ҢҮ ЧН, 5—0-2a0/ 
(1+ cb) 扫 过 位 于 半 平 面 Rec>0 内 的 一 个 圆周 , 其 中 心 在 ((1+c2) 
Га а), 0), 420/4 -e5 . 于 是 由 (4.100) 知 ，| 引 三 1 
在 z 平 面 上 的 映 象 是 单 叶 的 ， 并且 [ -~ 1,1] 完 全 含 于 这 个 映 象 的 内 
部 ， 这 是 因为 |]m%w(+1)| =a<1, 而 且 当 z 取 实数 时 ，rm(z) 的 值 也 
是 实 的 ， 因此， 式 (4.100) 将 单位 如 |t| 1 映射 为 椭圆 形 的 单 连 
通 域 B， 它 的 半 长 轴 和 半 短 轴 分 别 为 


а= 11011951. 22 
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zu 2e ~ 
b- 元 arctanh i-e 220.186 


顺便 指出 ， 由 式 (4.997) 和 (4.100), ЖЖЖ GET. В 
Schwarz 函数 为 


SQ) =") -lee(17777) лор 


SG) АЖР = x1, x2, k=0, 1,-. WÆB KA 
有 奇 点 z= +1. dBWik-1«x«igJ3ft, WS 在 0) 开 后 记得 
的 区 域内 是 单 值 的 ， 利 用 函数 SCz)， 可 以 将 区 域 B 上 解析 函数 
C 的 二 重 积分 精确 降 维 展开 成 (4. 92) 的 形式 ， 建 议 读者 把 它 作 
为 一 个 练习 . 

从 式 (4.36) 和 (4. 101) 的 例子 中 看 出 ， 对 于 某 些 区 域 B 来 说 ， 
当 其 边界 的 Schwarz 函 数 在 Bs( 即 在 如 的 实 轴 上 制 有 A 缝 后 所 成 


的 区 域 ) 内 正则 时 , 积分 
INI 


能 够 精确 降 维 展开 成 
d n Cof Go dx 


的 形式 ， 作 为 本 节 的 结束 ， 我 们 来 构造 具有 这 样 性 质 的 较 一 般 性 
区 域 B. 
设 ws 为 实 轴 上 带 有 裂缝 [1/a, + eo] [ — со, - 1/0] BS w P 

面 ， 其 中 0<a<1. 由 映射 

uzTG) =[1— v 1-afw? ] /mw 

w=y (1) =2u/ [a Ge -1)] (4.102) 
可 以 将 ws 1-1 保 形 映 射 为 4 平面 上 的 单位 圆 |wl <i. Sip uet, 
有 
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"IG uy T aad 64,103) 
所 以 ， 当 -л/2<0<л/2, wil IA SERI + со /а, F E 
到 + оо, щл/2<0<3л/2, wil dc EE – co 走 到 - 1/0, 再 
回 到 – оо, 
В 10е Хенри ЕПВ 0С. СЛЕ [|| «ips, HU 
的 方程 为 
€ us Aoli (4.104) 
Xw=ta uP ЕЮ H к= +В, В= (1-3 1-а )/а?, 
设 有 满足 下 述 条 件 (为 便于 以 后 叙述 ， 所 给 的 条 件 较 强 ) 的 解 
HERH U). 
1. Biz =H (иу =аүи + aw +. АЯ ЖЖ, HE lul 19] 
是 正则 的 ， 
2. HWH |а| «19i у 
З. НОС ERE RI PRAE PERS. HAH- B) =a, H (B) 
=, acb, 
把 C 及 其 内 部 由 z= 五 () 映 射 成 的 z 平 面 上 的 区 域 称 为 B， 其 
边界 为 3B. 设 及 的 逆 为 h。 显然 B 包 含 实 轴 上 的 线段 [4, 引 ， 
A, m3 
z=m(w) =H T Q0») <4. 105) 
在 ws 内 是 正则 的 ,在 |w| <1 上 是 单 叶 的 .因此 z=m(w) 将 |w| <1 
1-1 保 形 映射 为 B， 且 3B 是 解析 曲线 , 
Ж Ваау, іа ӘР В, Жр, 用 
Cs 表示 由 C 围 成 的 带 有 裂缝 [一 B,8] 的 区 域 . 我 们 可 以 证 明 3B 的 
. Schwarz 函 数 在 Bs 内 正则 .事实 上 ， 设 mw 的 逆 为 M. 则 
w=M (2) =7(h(z)) 
因此 GEkXim-m) |, 9B 的 Schwarz 函 数 为 
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SG) =H T G/v (20) (4.106) 
既然 4(2) 在 Bs 内 是 正则 的 ， 并 且 所 取 的 值 含 于 Cs 内 ， 则 yA 
(z)) 在 Bs 内 是 正则 的 ， 并 且 所 取 的 值 含 于 带 有 裂缝 [~a, ql 的 区 
域 |w| <N. 这 样 ，1/y(h(z)) 在 Bs 内 是 正则 的 ， 其 值 含 于 ws 一 
0 ||| <1}. Bit, DG/rOG)) 在 Bs 内 正则 ， 且 函数 值 含 于 
{ulul 1) 7 C S. SU REA SG) HC O/vOGODDDDEBSWIE ` 
则 . 
ШЕН (бө |] =1 上 是 连续 的 ， 所 以 SC?) 在 Bs 内 的 裂缝 上 
边 和 下 边 都 连续 ， 设 裂缝 的 上 、 下 边 所 对 应 的 Schwarz 函 数 分 别 
AS CO #15,(2). 下面 求 出 它们 的 表达 式 . 
我 们 有 z=x+ iy， 当 * 由 4 走 到 5, 再 回 到 4 时 , 易 知 1/7(4(%)》 
由 -1/4 经 到 1/a， 然 后 由 1/a 经 oo 再 回 到 一 1/a. 又 当 w=e" 时 ， 
名 二 1/acos98， 所 以 人 (1/7Ch(%))) =". 并 且 当 % 由 4 到 5 时 ,9 由 
~T 变 到 0， 当 % 由 2 到 4 时 ，9 由 0 变 到 x.。 因此， 可 得 
Si(%) = H (е) -z«0x0 
5,02) = Н (e^) 0<0<x (4.107) 
5С) ЕВрр frt), 15 [4,0] БАЈ. 故 有 


ETE 
[[„/Ф4у=],|], 5/4 
-L[«Ge-se»feds 4.108) 


Tn AH GO р, DUI 
S,G) =H (e^) 
5,00) = Н (e^ 
SO) ~ S, G0) =241„Н (e), 
TE, HRA. 108) 得 到 
[[„/®4хду= f 1-110 foods (4.109) 
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р, ӨЮ 由 下 面 的 式 子 确定 
cosh =а (J (x) + 1)/2h(%) (4.110) 


更 进一步 ， 如 果 互 又 在 实 轴 上 定义 为 实 函数 ， 则 
ff mtis arm au]. „Ш-Н ea 


(4.111) 
Ж Het e) HEE, iR 


Jf, Odys LH? (e) f G) dx 


(4.112) 
当 解 析 函 数 的 二 重 积分 的 精确 降 维 展 开 式 中 含有 定 积 分 项 
时 ， 例 如 式 (4.108) 和 (4. 112)， 则 可 以 考虑 在 展开 式 中 带 入 这 些 
定 积 分 的 具有 最 高 代数 精度 的 求 积 公式 .从 而 获得 二 重 积分 在 此 
意义 下 的 最 优 求 积 公式 . 
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第 五 章 ”精确 的 降 维 展 开 法 


在 这 一 章 ， 我 们 主要 介绍 L.J. Kratz HB, L, Burrows'?! 
WIWE. Kratz 的 工作 推广 了 A.Ghizzetti 和 人 A. Ossicini 的 结果 
(参阅 [23] 第 一 、 二 章 ). 他 利用 Green 公 式 和 偏 微 分 方程 的 解 导 
出 了 一 类 精确 的 降 维 展开 公式 . 在 83 中 应 用 所 得 到 的 展开 公式 对 
一 些 特殊 区 域 上 的 概率 积分 进行 了 估 值 ， 显然， 如 果 应 用 数值 积 
分 公式 于 上 述 精确 降 维 展 式 中 的 边界 型 积分 ， 则 可 得 到 一 类 边界 
型 求 积 公 式 . 在 34 中 ， 我 们 以 高 维 立 方 体 为 例 ， 说 明 如 何 借助 于 
数论 上 的 一 致 分 布点 列 来 构造 这 类 边界 型 公式 ， 实 际 上 这 些 公式 
可 达到 任意 指定 的 精度 ， 并 且 其 中 某 些 公式 的 收敛 阶 实质 上 是 不 
能 再 改进 的 ， 顺便 指 出， 由 第 三 章 的 降 维 展开 公式 出 发 ， 也 可 以 
类 似 地 用 数论 方法 导出 一 类 边界 型 求 积 公式 (参阅 [99]) .$5 给 出 
了 另 一 种 精确 的 降 维 展开 方法 ， 即 Barrows 方 法 ， 该 方法 的 优点 
是 一 次 就 将 高 维 积分 ( 维 数 n2 2) 降 成 一 维 积分 ， 

$1. 求 积 公式 的 构造 与 常 微分 方程 的 联系 

本 节 的 结果 属于 A. Ghizzetti 和 A, Ossicini， 为 了 说 清 
Kratz 降 维 方法 的 思想 ， 我 们 有 必要 从 他 从 的 工作 谈 起 . 

先 约定 一 些 记 号 令 [4, 如 表示 有 限 区 间 ， 工 [a, 寻 表示 在 [2 
b] Lebesgue [RRENAK AC la bJ RRIK ENK, 
HPE- m Mc RT SC Elab] EARRA. A, Ж 
JG) ЄАСҶа, b], Ж SAO Са) 在 [如 上 几乎 处 处 存在 且 .esD (ж) 
€ L[a, b]. 

我 们 引入 如 下 [4,8] 上 的 % 阶 线性 微分 算 子 (n=1,2,3…): 

207 


E-baG per 

JUP AUC CO АЖ. 

ay) =1 

(жу EAC (а, 6], (61,2, , ^71) 

a(x) € L[a, b] 
显然 算 子 E 可 作用 于 函数 《x) EAC [a,b], £58: B8 — PE [s 
引 上 几乎 处 处 有 定义 的 Lebesgue 可 积 函 数 . 

令 


т ы 
E,-21a) га (70,1, 9-1) 


表示 五 的 缩减 算 子 ， 显然 ,二 E。， 又 定义 E 的 伴随 算 子 为 
E*-$ -DD 


或 写成 另 一 形式 
d^ 


Е*= да (x) P EE 


其 中 
a; (z) =з) (- D (see o (&-0,1, 9) 


-— 1 

注意 到 m(2) 所 满足 的 条 件 ， 可 得 

ао) = (- 1)" 

a; (x) EAC [ab] — (й=1,2,+-,л-1) 

a; б) € L[a,5] 
因此 算 子 E* 可 作用 于 函数 v(x) € AC [а, 0], 360 8— 个 在 [a, 
避 上 几乎 处 处 有 定义 的 Lebesgue 可 积 函 数 . 

完全 类 似 地 ， 可 定义 五 * 的 缩减 算 子 为 
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r z 
E; p Cp Aa GD fc1,2, 7, 


根据 这 个 定义 ， 易 知 有 递 推 公式 


Е; о) = -ED +40090) reisen 


读者 不 难 自行 证 出 E* 的 伴随 算 子 E** =E. 
利用 数学 归纳 法 ， 我 们 不 难 证 明 ， 
iG) (x) — ( — Т) 0) v? (x) 


= Si- 1)*7*71н% (жу g67i7D (жу 


HE, E*, E? и SR a CORE, АНАН, 不 难 从 
上 式 得 到 如 下 的 Green-Legrange 等 式 ， 它 在 [w, 如 上 几乎 处 处 成 
XL. 
v(x) E[u(x) ] - &(x) E*[vG)] = E Sio Ealo] 

考察 非 齐 次 线性 微分 方程 

Ew) =f) 

其 中 f(%) € L[a,b]. Ww (o) € AC"! [a b] (i=1,2,…,%) 是 相应 
齐 次 方程 E(w) =0 的 一 个 基础 解 系 ， 并 设 U(*) 大 0 为 基础 解 系 的 
Wronskian 行 列 式 .， 则 非 齐 方 程 的 通 解 表 为 


u(x) = ањо) + f KG, fO) de ` 


Яо, K 05,5 Ж Cauchy ИЖ. JRHI КС, 5) 为 
齐 次 方程 (%) —0 的 满足 如 下 条 件 的 特 解 ， 


E TENET 


K Gc, вур 
KG, = (т, (д) 
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Ji ii о 00,9, 00 , 7,7. 00 H n ИЗЕУ 
Хн От) = 0,1, 69-10) 
确定 ， 且 上 述 方程 组 的 行列 式 为 U(%). 
因此 ， 非 齐 次 方程 E(w) =f CO 的 解 函数 4(x) 可 以 写成 
u(x) =Š of а + Í vi (£) f(&) dg] 
还 可 以 证 明 ， 由 前 述 的 % 阶 线性 方程 组 所 确定 的 函数 系 
(0, €) v, Q0 y eey vo《%)) 是 齐 次 伴随 方程 E*《v) =0 的 一 个 基础 解 


系 ， 它 们 的 Wronskian FFIR V GO 满足 
Vo)z1/UG) 


并 且 非 齐 次 方程 
Еч) -g(&), gG) € L[a,b] 

的 通 解 为 

оо) = Sv б) + | K* e, acd 
ЖН Bi, В, 是 任意 常数 ， 而 预 解 核 K* G, D WE X: 83 

K*(x, =- KG, = - $i v GD w, GD 
因此 

v6) 23i co[ &- f вой] 

我 们 利用 微分 方程 的 解 来 构造 求 积 公式 ， 考 察 积分 
f ecouco a 


K RERO 假定 在 一 具有 正 测度 的 集合 上 不 等 于 零 ， 并 且 
gG) € L[a, 6], u(x) € AC"71[a, b] 

TE [a,b] EE SEA Em ME 2 Xay xm。 使 得 
NAR CX. eC n Cu m uua 
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并 且 E 仍 表 上 面 引进 的 # 阶 线性 微分 算 子 . 
我 们 把 具有 如 下 形式 的 求 积 公式 称 为 关于 结 点 x X ne 
和 线性 微分 算 子 E 的 基本 求 积 公式 
Год uwar= Si S Aui oo + КЇн б] 
Hop UA wo) 无 关 . JE H Wu 00 ERA E [809 ] 0 的 解 
Bi, Зн Ки GO ] Ойу. 
"Fili S H 5 кїл, za …，‰o 和 线性 微分 算 子 下 的 基本 
求 积 公式 的 一 般 法 则 . 
设 
9:00 Ф, G), ty Pmi G) САС"! [a,b] 
是 非 齐 次 线性 微分 方程 
E* [p] -gG) 
Ет - 148. Po CO 和 9n(2) 是 这 个 方程 满足 初 值 条 件 
qi? (a) 20, o (0) =0 (520,1, 7 一 1) 
的 解 ， 于 是 


eG) =- |К, воа 
eu) = KEDO 
利用 Green-Lagrange 等 式 ， 并 注意 到 E* (p) =, Ж 
EG) -gu=- EUPEN) (ї=б,1, m 
将 此 式 两 边 分 别 在 区 间 [x a] ER REFRA, MA 
+ X [ends 
H Too ба) =0, pP O) —0, " 
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[E44 (99 ]...,—0 [Ea Q1. =0 


Àh-0,1,-,n-1 


于 是 
m ү Su E; (р) TA 
m. #0 z; 
кола А 
= [seo], 
+ Su® ЕЕ СЭ) ] 
= 5! Ў Eri-1(9i ~ Pi-1) ] 160 (ху 
i-o 11 хез 
因此 


fecu dx= Ë 2 {к [o; G) -eaG]] һе Gi) 


* [Uo Go Eu G) 14s 


i-o. 


4 
Ав={Е,л[ф (2) - Di- 8) ] Jenny 
(%=0,1, n= is $21,5, m) 
RÍ«Q)] = Јр, GOE[uGO ds 
显然 Ан уно) 无 关 ， 并 且 有 
E[u(x)]=0 —R[su(x)] =0 
因此 ， 上 述 求 积 公式 就 是 关于 结 点 x (i 二 1,…， PRWCTE 的 基 
ERRAR. KATEAN, 
1. 求 出 方程 E*[g(x)] — CO) 满足 初 值 条 Ф p” (а) =0, 
Pa” ©) 0000,1, ,n- D Ер, GO фа (ж); 
2. 任意 确定 方程 E* (g) =g Bj m- 1 ^E Фф, @), Ф, (0), me 
[OP 
3. 算 出 А; 
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A. y H Е (и) 的 表达 式 . 
定理 1 dium TRA. Xas crt» 和 和 mn 个 常数 Aus 
并 由 上 述 法 则 确定 出 p) Ies CO. XB Co AXE AE 


微分 方程 E(w) =0 的 解 时 ， 线 性 泛 画 
кой) = |, ийх- b pae 


Ф, 6o, 9: (9), pr-1 (2) "n 


uos [oi G) — gi- (z) ] } 
(0,1, ,5-1, i21, em) 
R[«G0] = 2f "e GO Elu бо] dx 
证 在 满足 定理 的 条 件 下 ， 要 使 式 
[Ec 9) Janr; = A+ [EI (i) 1-5, 
成 立 ， 只 需 按 如 下 方式 选取 Фф, (а), QA), ++, 9.00 WIRT. 因为 
Фф CO 已 经 确定 ， 故 可 由 初 值 问题 
{ Е*(ф) = 6 (2) 
ЕЕГ 30) Jans, = A, + [E449 ]х-х, 
À-20,1,,-1 
唯一 地 确定 出 oG). фа) 确定 出 后 ， 再 由 初 值 问题 
Е*(ф,) =&(%) ; 
LE L4 a9) ],-5, = 4 *[EL,aG0]1« 8 
h-0,1,,n-1 
唯一 地 确定 出 g,《*) .依次 可 唯一 地 定 出 9:02, ++, pua 0n. 最 
HEHP). {НЕНТ ФО) =0,h=0,1,…, n-1, MO UE 
明 如 此 求 出 的 gn《%) 满足 式 
[ЕГ ,-,(фФ)]ь=0 — h-0,1,5,"-1 


хе 
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即 可 . 
为 此 ， 我 们 仿照 基本 求 积 公式 的 导出 过 程 ， 可 得 


[oe 51 PEL, pi leart” GO 


k=0 

= F Ea 01590) + ЈЕ) ах 
注意 到 RO 的 表达 式 ， 以 及 PnP 9 满足 的 条 件 ， 上 式 可 
уж 

R у= - S Ua G2 1a 9 Q) + D (s Ed 
ЖЖ Gn s s t) AERE G) =0 的 一 组 基础 解 系 , 将 4= 坟 (j= 
了 2，…; 风 代入 上 式 ， 由 定理 的 条 件 得 
Blu Pt [Ena] 了 了 2 


因为 这 个 方程 组 的 系数 行列 式 是 Wronskian 行 列 式 
det Cuj" (5) +0 


故 有 
[EZ i @)]-,=0 | (80,1, 7,571) 
XH 
Криса) = Ў e coEtoGo Мя 
定理 1 证 毕 . 


有 关 本 节 内 容 较 详尽 的 论述 ， 请 参阅 A. Ghizzetti 和 A.Oss- 
icini 的 著作 [23] 的 第 一 、 二 章 . 


$2. 高 维 求 积 公式 的 构造 与 偏 微分 方程 的 联系 


本 节 将 A.Ghizzetti 和 A. Ossicini 的 工作 推广 到 高 维 空间 ， 
当 被 积 函数 满足 某 一 类 偏 微分 方程 时 ， 将 它 在 有 界 区 域 上 的 高 维 
积分 精确 地 展开 成 低 一 维 的 积分 . 

我 们 约定 一 些 记号 .FF。 仍 表示 名 维 欧 氏 空间 中 的 一 个 有 界 闭 
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区 域 ， 它 的 (zs - 1) 维 边界 曲面 S，, 是 由 参数 方程 组 所 界定 的 ， 或 
者 在 特别 情形 下 ， 可 假设 它 具有 方程 
中 (Eis Xos ty Xa) 一 0 
TEV PNM oto s xo Е IE 0, ВФ IT 
各 变量 具有 连续 偏 导数 的 函数 ，9x,/3v 表 示 坐 标 变量 % 对 曲面 的 
向 外 法 线 向 量 的 方向 导数 ， 亦 即 
Əx,/9v= (Ф /0x,) [COD /0,) + + (8: /0x)1] 
在 二 维 情形 ， 设 S 是 平面 上 单 连通 的 有 界 开 集 的 闭 包 .是 5 
的 边界 ， 它 是 一 个 简单 可 求 长 的 闭 曲 线 
为 便于 推导 ， 我 们 假设 所 有 的 函数 都 足够 光滑 ， 设 有 二 阶 н 
维 的 仿 微 分 算 子 
Lu- 3 a 00 sr + BOO р-н 
(5.1) 
Жа, СХ) € H1», b OO fX) € HO), B. HEC.) 3638 
az D) ЕУ, БЮ ОК, XHEXE/ HI ) AER 
导数 


уен deccm 0+. +7, ап, 0<¿,<a 
存在 . 
M 是 工 的 伴随 算 子 ， 
S9 400) _ 2 $e Om) 
M=) 9x05; -2 *CODv (5.2) 


SAT 又 设 
-$ 9v Syt _ 
P CX) = a CX) ;x t 2” Эл) b, CX)v 


假定 在 F, 上 有 
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Мъ=1 


f. w(K dV — I, + 1, I, (5.3) 
Jp | 
ns f „2080W (5.4) 
n=f [оо (роо E) us 5.5) 
tj, ео Hon tse 
(5.6) 
证 5 


„(Ху=- pu А 说 tu агу + ээс 证 -buv 


容易 验证 


Мт —-vLu- > Ra 


因此 ， 由 一 般 形 的 Gauss—Green—Ostrogradsky4x5k (3.8) 可 
得 


n [uMo - vLu]dV = |, (à 3) av 


a 1 


=j BOS 3v )Ns 


=1,+1, 
其 中 ，I, 和 7 由 式 (5.5) 和 (5. 6) 所 定义 .最 后 注意 到 定理 的 条 件 
便 得 到 式 (5.3). 证 毕 . 
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如 果 取 g 使 1, 0， 特 别 地 ， 可 取 g 三 90. 则 由 (5.3) 式 可 得 到 
如 下 的 精确 降 维 展开 公式 


n eoa. («со so A- а 45 


+9 RR aD) аа 
(5.7) 
在 二 维 情形 ， 我 们 把 积分 区 域 记 作 5、 把 偏 微分 算 子 (5. DD 


和 (5. 2) 写成 如 下 形式 ， 
Lu= Ан, + 2Bu,,4 Cuy,* Du, + Eu, + Fu (5.1)! 
和 
My= (Av) „+ (2Во),у + (Cv) yy – (Dv) , — (Ev), + Fv 
(5. 2)! 
其 中 ， 所 有 函数 的 自 变 量 为 和 y. 那么， 积分 恒等式 (5. 3) 简 化 
成 


Је amy n rr. (5.3)! 
其 中 ， 
1, = [f oe ae o dnay 


L=| C- gdx + pdy) 


L= | 218“, + Cu) dx + ( — Au, – Buy) dy] 
$= А, + Ал› + Bv, Bv- Dv 
q=Bv, + Вл + Co, + Coo + Ev 
特别 ， 在 式 (5. 3)' 中 取 g 使 
у= || szasay=o 
例如 ， 可 取 g 三 0. 则 得 到 精确 降 维 展开 公式 
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ff." G@ Wardy= | uc qdx+ pd y) 


+ [nt (Ви, + Сиу) dx (— Au, — Buy)d y] 
(5.7)! 


我 们 仔细 地 考察 式 (5.7) 和 (5. 7). 为 了 要 用 等 A 右边 的 积 


分 去 估 值 左边 的 积分 ， 就 需要 从 微分 方程 
Mv-1 


Фо, ЭРОН SNC jh kE HH AES 
边 的 积分 要 容易 一 些 ， 而 且 求 出 的 函数 v 将 对 所 有 满足 方程 Zu 二 
& (注意 此 处 的 g 使 1 =0) 的 都 适合 。 另 外 ， 如 果 在 求 v 时 ， 加 上 
边界 条 件 ， 即 考虑 定 解 问题 
{ Mv=1 
2 在 边界 上 =0 
则 求 出 的 v 使 (5. 3 和 (5. D PH 五 =0， 此 时 式 (5.77 和 (5.7) 的 
有 端 各 剩 下 一 项 ， 即 有 
s " eoa = | ( «Qo 31400 A )45 


(5.8) 
和 


[о paray=f uc- абс 945) (5.8)! 


这 为 我 们 估 值 积分 | «Co dV 和 | «Gs асау 带 来 很 大 方便 . 


在 I 去 0 时 ， 如 果 求 得 的 v 容 易 使 11、7, 及 Ts 算 出 的 话 , 式 (5.3) 
和 (5.3)' 仍然 是 有 价值 的 .因为 它们 将 困难 的 积分 化 成 易 求 的 积 


” 分， 而 且 对 所 有 满足 Lu=g 的 函数 4 只 需要 求 出 一 个 函数 v. 


下 面 ， 我 们 针对 一 些 典型 的 线性 偏 微 分 算 子 ОШ 圆 型 、 抛 物 
型 、 双 曲 型 )， 将 式 (5.3) 具 体 化 ， 并 且 举 出 一 些 例子 来 说 明 这 些 


218 


公式 的 应 用 ， 
对 于 椭圆 型 方程 的 情形 ， 即 在 式 (5.1) 中 ,有 
“=Í 1 isj 
Ulo i=j 
可 以 得 到 下 面 的 
推论 1 如 果 " 是 Dirichlet 问题 
а em 
[Spi ве secti ATE (5.9) 
90 TES. E 
的 解 ， 则 对 
2 92 =, 3u 
а Hat nu 9х, Tg 
的 所 有 解 4, 有 


чоо а= | [A 38 as c.i 


i1 


这 里 的 定义 如 式 (5. D 
在 二 维 椭圆 型 方程 的 情形 ， 即 在 式 (5. D 中 ， 有 
А=С=1 B=0 
则 式 (5.10) 可 简化 为 


Јо» dxdy- | [К DE y) dady 
+ [a —udx+udy) (5.10) 


trh, v Æ Dirichlet 问题 
[aftu Uni (splen < 
4 二 0 ETE 
的 解 . 4 是 满足 下 述 等 式 的 任何 函数 ， 


Haut Ри, + En, + Fu=g 


(5.9)! 
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例 1 〈 圆 盘 上 简化 的 波动 方程 )， 设 
S-(G, y) |z: y! R1) 
Lu=u +, + Mu 
JR, 1-0, HARR ÆBessel KAJ RAE д. 则 式 (5. 9 化 成 ( 采 
用 极 坐 标 形式 ) 
{ Мо= 20, + ry +r vg + №01 在 S 上 
v=0 在 T 上 
这 个 定 解 问题 的 解 为 
v(r,0) ZA [17 7,0 Л AR) 
因此 ， 由 式 (5. 10)“ 知 ， 对 于 在 S 上 所 有 满足 Lx=0 的 函数 4% 而 言 ， 
有 如 下 的 精确 降 维 展开 公式 : 
RJ, GR) 


ff. u(x, y) dx d: =- QF ` | ™ &(R,0)d0 
对 于 抛物 型 方程 ， 即 在 式 (5. 1) 中 ,有 
1 1«i-j&n-m, Q«m«n 
“=f о Xt 
可 以 得 到 下 面 的 
推论 2 div 是 定 解 问题 


5199 $3 -$596b 7900) 
т m 0x, 
D. [2,5 i х [a b,] x x [ans bn] E 
V (4, Xs +) mn 
mU, rt Mr-n-iyGr-ns Хаста ctt» Kn) 
=U (bis Ma Hn) 一 … 
mU, Nn-mss On-my Vn-mtis беу Xa) =0 (5.11) 


的 解 ， 则 对 所 有 满足 


DE ix + ou=g (5.12) 


tcv] 
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J, “OV =I, + f. E Г 


- È ( воо.) Jas (0 G3 


ї=п-т+1 \ 
жи, ж Б.4. 
对 于 二 维 抛物 型 方程 ， 即 在 式 (5.1)' 中 ， 有 
A=1 B=C=0 
式 (5.13) 可 简化 为 
| j E dedy- | va dx dy Jte dy) (5.13) 


其 中 ，" 是 定 解 问题 
{ u (Do), - (Ev) + Fv=1 #5: [а,Ь] x [tb] 上 


v(a, y) zv(b, y) z0 ХРТ yela, b] 
BIER. w 是 满足 下 述 等 式 的 任何 函数 
"ac Du, + Eu, + Fu—g (5. 12)' 


例 2 (MED EW ЛБ. B 
{ S= [a,b] x [c,d] 
Lugu — Mty 
Ж v 0,3) = (%- a) (x — b) /2 Ja SERIE |a] Bi 
б ын ESE 
v=0 YEx—a,bi] 
的 解 .因此 对 所 有 满足 Lu=0 的 函数 4， 由 式 (5. 13)' 可 得 到 如 下 
的 精确 降 维 展开 公式 : 


ff^ dxdy= >f G — a) (%@ b) [w (zx, d) — u(x,c)] dx 
EN d 
+ i [u(b, y) ua, y)]dy 
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对 于 双 曲 型 方程 的 情形 ， 即 在 式 (5. DP, i 


1, ї=ј=1 
sl -1, i-j£l 


0, 其 它 
则 有 下 面 的 推论 ; 
推论 з 如果 v 是 方程 
+ уз ip ч eei 在 V ,上 (5.14 
的 解 ， 则 对 于 方程 
Er- Die Èa keuz =g (5.15) 
的 所 有 解 函 数 4, 下 述 等 式 成 立 ， | 


furren f, (oe) 


-六 + 六] 


л 


+f XR Ж -如 заа (5.16) 
对 于 标准 的 二 维 双 曲 型 方程 ， 即 在 (5. 1)' 中 ， 
B=1  AzCzQ 
当 积分 区 域 S 取 作 
S= [a,b] x [0,4] 
时 ， 可 得 到 很 简单 的 积分 恒等式 


J nca dy= -ul + [fa dx dy 


а-аа 
+ f, Ev -v)dx- (v,- Ро)йу] 
(5. 16)' 
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其 中 ，" 是 方程 


v,-(Do,-(Qu)rFv-i 在 S 上 (5.14)! 
的 解 ，# 是 满足 下 述 等 式 的 任何 函数 . 
uy + Du, + Eu, + Fu=g (5. 15)' 


例 3 COH EI Darboux 方程 ). W 
S= [a,b] x [c,d] 
Lu-cu,t A(X + y) 0st ty) 
其 中 >1， 并 且 为 便于 分 析 起 见 , BEEPRSRIER+y=0 
ИЖ. 
易 知 
v0) = (z+ y)*/(2 - 2) 
是 方程 
Mv=vsy— Мх + y)! (pv) + N+Y) v= ESE 
的 解 ， 则 对 于 定义 在 S 上 ， 且 满足 方程 L%=0 的 所 有 函数 4%， 可 由 
式 (5.16)' 得 出 如 下 精确 降 维 展开 公式 : 


[f nc dsdyc -2-X[ f (x+ dyu(z, d) dx 


-f (®+ суш (z, с) as f (b+ уун Фф, y) dy 


1 
-f (a+ y)u(a, y) dy IE 区 = 了 [G + 2)*u(b, d) 


= (b+ c) (Ó, c) — (a+ d)*u(a, d) + (a+ c)'u(a,c)] 
为 便于 应 用 ， 我 们 再 建立 定理 2 的 一 个 推论 ， 其 证 明 是 显然 


的 . 
推论 4 车" 在 7 上 满足 
-+o (5.17) 
则 对 于 方程 
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X64. + Fu=0 (5.18) 
е1 i 


的 所 有 解 函数 4(X)， 下 述 降 维 展 开 式 成 立 


hm i) Gan 
对 于 二 维 情形 ， 推 论 4 可 叙述 如 下 . 设 二 元 函数 v 在 S 上 满足 
- (Do), (Ev),+ Fv=1 (5.17)' 
则 对 于 方程 
Ги, + Eu,* Fu=0 (5.18) 
的 所 有 解 *， 下 述 降 维 展开 公式 成 立 : 
fs 4хйу= | wocEar- рау) (5. 19)' 


以 上 ， 我 们 建立 了 对 偏 微分 方程 Zxs=& 的 一 切 解 4 都 有 效 的 
积分 恒等式 (5.3) 和 (5.3)'， 其 中 志和 8 都 是 预先 指定 的 . 34 7, —0 
Bb, (5.7) 8065.) 给 出 了 一 类 精确 的 降 维 展开 公式 . 我 们 现在 
转向 更 有 实际 意义 的 问题 ， 即 我 们 能 否 对 任意 函数 % 建立 降 维 公 
式 ， 原 则 上 说 来 ， 对 于 光滑 函数 这 是 可 以 办 得 到 的 ,我 们 将 仅 对 
二 维 情形 ， 说 明 解 决 这 个 问题 的 一 种 方法 . 概括 地 说 来 。 这 个 方 
法 的 思想 是 ， 建 立 一 个 适当 的 关于 所 给 函数 4% 的 偏 微分 方程 ， 求 
出 适合 其 伴随 方 程 的 函数 v"， 再 借助 于 "构造 出 降 维 展开 公式 . 

为 了 充分 利用 前 述 的 结果 ， 我 们 当然 想到 ， 如 果 能 构造 这 样 
一 个 不 超过 二 锥 的 线性 偏 微分 算 子 L， 使 得 对 所 给 函数 w 有 

Lu=0 
则 利用 定理 2 ， 就 可 以 得 出 积分 


Jf. u(x, y) dxdy 


的 降 维 展 开 式 ， 比 如 ， 我 们 可 以 选择 算 子 
L—2,(9/0x) -u,(8/8y) (5.20) 
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则 对 任何 给 定 的 光滑 函数 ， 有 Lx 二 0， 如 果 能 求 得 适合 方程 
My= - иу, +илу=1 (5.21) 
的 函数 >， 则 由 式 (5.7)“， 就 得 到 如 下 精确 成 立 的 降 维 展开 公式 ， 


ПЕ? dx йу= | ex — u,dx - u,dy) (5.22) 
如 果 方 程 (5.21) 的 解 是 近似 的 ， 则 相应 地 可 得 到 近似 的 降 维 展开 
АЖ. 2 
若 式 (5.22) 中 的 S 是 和 矩形 区 域 ， 和 矩形 的 边 平行 于 坐标 轴 ， 利 
用 分 部 积分 法 ， 由 (5. 22) 式 可 得 


f | „нах dy= l[e (o dx + vd) (5.23) 


可 以 证 明 ， 即 使 $ 不 是 矩形 域 ， 式 (5. 23) 仍 然 成 立 ， 事 实 上 ， 它 
不 过 相当 于 下 面 定 理 3 Ф@)=°/2 的 情形 . 


满足 


(жу, uy) b ' (n) = (5.24) 
则 
ff. dady- | Ф dv * (5.25) 
Ë IH Green 公式 ， 
[„1Ф eov de o covdyl 
=Í Jo cono Ф (v, – P'up- Ф GO, dxdy 
=Í: dx dy 
证 毕 . 


因为 寻找 满足 式 (5. 24) 的 函数 "是 困难 的 (有 时 甚至 是 不 可 能 
的 ， 例 如 ， 如 果 在 S 中 季 在 着 这 样 的 点 ， 使 得 kx 关 0, 而 grad w=0， 
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则 方程 (5.24) 将 是 矛盾 的 )， 因 此 定理 2 的 使 用 是 有 限 的 ， 如果 
不 能 从 式 (5. 24) 中 解析 地 得 出 s， 我 们 当然 可 以 采用 数值 方法 去 
жж». EJ GEH HE BA || их, y) ded y 要 更 麻烦 . 

所 幸 的 是 ， 也 存在 着 很 多 适合 使 用 定理 3 的 情况 ， 下 面 就 是 
一 些 例子 . 

Bl 4 设 4=Xx+py， 其 中 入 和 4 为 常数 ， 如 果 在 方程 (5. 24) 
中 取 1《t)=##/2， 则 可 解 得 

u= (Ay -= ра) / (+ p?) 
如 果 取 中 (1) =t, 则 可 解 得 
v= [- ми? + Mp) vy + Ay?) / 0? р) 

由 式 (5. 25)， 得 到 降 维 公 式 


ff. dx dy= Lf udv, [f dxdy= [^ dv, 


例 5 #==х+у', FEE 0,0 S. 如 果 在 方程 65.24) 
中 取 中 (6 =, 则 可 解 得 


8(Yyy) 一 一 1 (а?  y!)arctg(x/y) (5. 26) 
由 式 (5. 25)， 得 到 降 维 公式 


ff. dxdy= | udo 
其 中 v 由 式 (5. 26) 给 出 . 


$3. 概率 积分 的 一 个 估 值 方法 


我 们 利用 前 一 节 得 到 的 降 维 展开 公式 (5. 25) 来 估计 二 维 概率 
积分 的 值 .应 用 式 (5. 25) 的 关键 是 寻求 适合 式 (5. 24) 的 ER C v. 
下 面 一 个 命题 将 帮助 我 们 在 很 多 情况 下 求 得 函数 v. 
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8(u,w)/8(x, y) 2 g(u) 


vj Go) w/d Q0 (би) 
m 
990,7) /0 6,9) =) 6.27 

这 个 命题 是 显然 的 请 读者 自行 验证 之 . 

如 果 给 定 函数 ze 并 知道 对 应 于 x( 即 满足 式 (5.24)) 的 函数 vi. 
那么 ， 可 以 用 命题 1 求 得 对 应 于 一 元 函数 $(w) ( 即 满足 将 4 换 成 
Ym) 的 式 (5.24)) 的 函数 5. 例如， 由 前 一 节 中 的 例 5 知 , 当 区 域 S 
不 包含 原点 时 ， 函 数 


s (x%,y)= — TG + ybarctg(x/3) 


适合 方程 (5.24)， 此 时 方程 (5. 24) Bf b G) =. 因此 有 
9 y, - i G + у?)агс tg(x/y)) 
Е ur uwa 


0000) =t, Y) =ехр(- 0), н=л y, wcv, JE Z H Ñ 
《5. 27) 得 


x yt 


BCexp (= #— yD), y aretgQr/ y) 
“йл з o CER CH 


(5. 24)' 
这 里 exp(t) 即 ef。， 比 较 最 后 两 个 等 式 ， 立 知 


о= загон (9/5) 
为 适合 (5. 24) HRA. KARG. 25) 得 出 公式 
f| eoc- vds ay | exoc- t - tdv 
. (5.28) 
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须 指出 ，S 不 包含 原点 的 条 件 可 以 去 掉 . 事实 上 , 340,0) € S 
时 ， 我 们 可 以 作 一 个 狭长 的 与 T 相 联 的 测度 任意 小 的 区 域 R tN 
住 (0,0) 点 ， 并 且 S/R 为 单 连通 区 域 ， 这样， 我 们 转 而 估计 积分 


Jl «анау 


ff. dxdy 


的 估 值 ， 并 显然 有 如 下 误差 估计 ， 
унала - ff. аа | e тах |н]. R 的 面积) 
6.29) 
下 面 导出 积分 || .exp(- a*- yodxdy 的 估 值 公式 . 
我 们 先 将 Stieltjes 积分 
f exec tdv v= аго (я/5) 


的 值 来 代替 积分 


近似 地 化 成 离散 和 的 形式 , 把 表示 成 参数 ! 的 函数 ,其 中 0<t<1, 
设 
t=i/N 
m uS) y(t;)) 
vi zv(x(5), y) 
?二 0,1,…,N. X 
Ky= 3 uit) na +ир/2 (5.30) 
则 有 
Í udvxKy 
F 
如 果 在 (5. 28) 中 令 
w-exp(-x- у?) 
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v =arcta(x/32) 


则 可 得 到 如 下 的 边界 型 求 积 公 式 


f] exo = уйу К, (5.31) 
我 们 之 所 以 用 如 此 粗粮 的 公式 (5. 31) 去 估 值 积分 
J| expe- - уйлау (5.32) 


是 为 了 强调 降 维 公式 (5, 28) 本 身 所 具有 的 优越 性 ， 式 (5. 28) 的 优 
点 在 于 即使 我 们 所 采用 的 求 积 技术 不 佳 (如 公式 (5.31))， 也 能 道 


过 佑 值 | и do 来 较 快 地 接近 积分 (5.32) 的 真 值 ， 另 外 ， 式 《5. 28) 
对 区 域 S 也 没有 特别 的 限制 


当然 ， 我 们 完全 可 以 改造 式 (5.31)， 得 出 积分 (5. 32) 的 更 好 
的 估计 式 . 例如 ， 在 式 (5. 30) 中 采用 外 推算 法 ， 或 者 采用 Gauss 


型 求 积 公式 去 信 值 | u dv， 或 者 将 T 的 方程 用 更 好 的 方法 参数 化 ， 


或 者 取 不 等 距 结 点 万 ， 等 等 ， 这 些 工 作 可 以 留 给 有 兴趣 的 读者 自 
己 去 做 . 

下 面 是 一 些 在 特殊 区 域 S 上 估 值 积分 (5. 32) 的 例子 ， 通 过 这 
些 例子 我 们 会 看 到 ， 公 式 (5.28) 和 (5. 31) 在 具有 不 规则 形状 的 区 
域 上 更 能 显示 出 它们 的 长 处 . 

例 1 #5=[1,3]х [1,2]. 因为 积分 


f f ехр(- x! - y)dxdy 
易 分 解 成 两 个 一 维 定 积分 的 乘积 形式 ， 所 以 方法 (5. 31) 与 直接 估 
值 二 维 积分 的 标准 方法 不 相 上 下 . 设 入 为 等 分 区 间 的 个 数 ， 下 面 


是 一 些 Kw 值 ( 见 式 (5. 31)). 
N=8 Kx=0.202225( — 1) 
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N=40 Ky=0.189045( - 1) 

N-200 Ку=0. 188548(-1) 

N=1000 Kyx=0.188525( - 1) 
与 真 值 比 较 ，Kiooo 已 经 达到 6 位 小 数 的 精度 .如 果 对 积分 


3 
f exp(-))dy 和 f exp( - 22) dx 


用 梯形 法 则 估 值 ， 也 需要 相同 个 数 的 结 点 才能 达到 这 个 精度 . 

例 2 E S-(Q e+ P<}. 因为 5 中 包含 了 原点 ,所 以 
需 从 S 中 去 掉 一 矩形 区 域 R=[-1,10-"] x [7 107,10]. FE 
用 公式 (5.31) 对 exp(- 妇 -2 在 S/R 上 的 积分 进行 估 值 (由 式 
(5. 29) 知 ， 误 差 在 2x 107* PI PAD. 


N-8 Ку=0.172523(1) 
N=40 Ку=0. 197425(1) 
N = 200 Ky-0.198539(1) 
N =1000 Ky—0.198584(1) 


真 值 的 6 位 有 效 数 字 是 1. 98586. 

例 3 设 S 是 由 x+?=5.2 和 2%y=1 所 围 成 的 区 域 ， 正 是 在 这 
样 不 规则 的 区 域 上 ， 公 式 (5.31) 才 显示 出 它 的 优越 性 .因为 应 用 
公式 (5.31) 只 需要 将 边界 用 参数 式 给 出 ， 而 不 需要 将 积分 区 域 规 
则 化 ， 下 面 列 出 利用 式 (5. 31) 算 出 的 结果 


N=8 Ky=0.399689(—2) 
N-40 Ky-0.472084(-2) 
N=200 Ку=0. 485760(- 2) 
М=1000 Kn=0.488594(— 2) 


我 们 知道 公式 (5. 3D 相当 于 定理 2 rh b 0) = 上 的 情形 ， 如 果 
WDE) = 如 /2 和 lnt， 利 用 命题 1 不 难得 到 相应 的 降 维 公式 


ff exo -= у?) dxdy— 5 du, (5. 28)' 
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fi ; 
ff oxo- vas 4у= | 1n u dw (5.28)! 
其 中 ucexp(-a*- y), 


w, = рехрой + удате (а/5), 


з= expt -x — y*)arctg(x/ y). 


AG. 28)' 和 (5.28)" 右 端的 积分 可 以 分 别 用 下 面 的 求 积 和 去 近 
м. 


_1 SN (va "lanig i 

Ly-L (ш) (5.80) 
N- 

M=} шаты — 9) In буш) (5.30)"' 


其 中 
s= Та rctg (x/ y) 


шщ —u( 0,900). GEDA) YG) t=i/N 
1-0,1,7, N 

m 4 #5=[1,3] x [1,2]. 类 似 于 例 1， 用 (5.30 和 
(5.30) "算得 的 结果 去 估计 积分 (5. 32). 算得 结果 如 下 

N=8 Ly0.119334 Mw=0.139571(- 1) 

N=40 Іу=0.2086190-1) Myx=0.186313(-1) 

N=200 Ly—0.189307(-1) Mx=0.188436(-1) 

N=1000  Ly—0.188557(-1) Mx=0.188522(-1) 

如 果 用 式 (5. 31) 去 估计 积分 


|f. (210,0) -texp[ - i Go + y* [ay Joa» 
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易 知 只 要 在 式 (5. 30) 中 令 
v7—0,0,arctg((xa,) / Суо„)) 


War. ; ` 
还 有 一 些 对 概率 积分 估 值 的 方法 ， 有 兴趣 的 读者 请 参阅 文献 
[18]. 


$4. 构造 边界 型 求 积 公式 的 数论 方法 

显然 ， 如 果 对 $2 精确 降 维 公式 中 的 边界 型 积分 应 用 数值 积分 
公式 ， 则 可 得 到 一 类 边界 型 求 积 公式 .特别 地 ， 如 果 将 数论 中 的 
一 致 分 布点 列 用 作 数 值 积分 公式 的 结 点 点 列 的 话 ， 我 们 就 可 用 数 
论 方法 构造 出 一 类 边界 型 求 积 公式 .在 本 节 中 ， 我 们 以 高 维 立 方 
体 域 上 的 积分 为 例 ， 说 明 这 类 公式 的 构造 过 程 . 

与 第 一 章 中 的 纯 代数 方法 相 比 ， 这 一 方法 无 疑 有 很 大 的 优越 
性 .如 所 知 ， 一 般 用 代数 方法 构造 的 边界 型 求 积 公式 的 代数 精度 
有 着 所 谓 的 “先天 界限 ”,。 即 其 近似 程度 的 改进 是 有 限 的， 例如 
Sadowsky 在 立方 体 域 上 构造 的 5 次 边界 型 公式 :9 就 代数 精度 而 
言 是 最 佳 可 能 的 了 ， 因 为 立方 体 域 上 不 带 微 商 项 的 边界 型 求 积 公 
式 的 代数 精度 不 可 能 超过 5 次 .而 本 节 对 高 维 ( 维 数 > 3 ) 立方 体 
上 的 积分 导出 的 边界 型 公式 可 以 有 任意 预先 指定 的 精度 .车 六 为 


求 积 结 点 的 个 数 ， 则 本 节 给 出 的 公式 的 逼近 阶 分 别 为 DCV- 纹 和 
OCN-D， 当 然 ， 在 这 些 公式 里 对 被 积 函数 是 有 一 定 约束 的 , 即 是 
前 面 所 提 到 的 ， 要 求 它 为 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 解 . 

须 指出 ， 对 其 它 类 型 的 一 些 降 维 展开 公式 ， 如 第 三 章 中 的 具 
有 代数 精度 的 降 维 展开 公式 等 ， 也 可 以 使 用 本 节 提供 的 数论 方法 
去 构造 出 边界 型 求 积 公式 (参见 [99]). 

在 本 节 中 ， 我 们 记 V, 为 高 维 立方 体 域 ， 


{(X) = (ж, 7,2) 0x 1,41, 06,9} 
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由 精确 降 维 展开 公式 (5.7)， 我 们 有 


- Ef, - (P eo „ы 
其 中 

F(X) =u OO КОО -v0 È 00-2) 

[воо }" u =Fi(X1 ee binis ly Yay ct M) 

Е, (у, 7, i-i Os Xi, 1 98) | 
BR КЄЛ, (V). НИТИ 5] Z 式 的 误差 估计 式 
(参阅 [1] 第 七 章 82)， 不 难 获得 下 述 定理 . 
定理 4 рн, Вур" Ж 


2(R M. Lan Lodo. 
м,=(х» wv x) kzl,N 


КЕ ЛСОУ к). MAN EEK, RIA 


Е 


, . N k Bii ki Bin 
Jy = 82 E rp rtt Jia 


log! N 
«(^ N ) (5.33) 
假定 整数 ">>1， 则 任何 自然 数 h <%) 可 表 为 7 进 制 
k=k,+ Ву + + kyr E 


0<%<r, 0<j<M 
Ag X o, 008 


q,G) = Еу Rr + e t kyr Mn 
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其 中 

M = |log,n] = [logn/logr] 
因此 每 一 个 自然 数 对 应 一 个 + 进 制 小 数 p.(h6) ,反之 亦 然 ， 即 £< 一 
PrC%) ， 由 周知 的 Halton 定 理 ( 参 见 [1] 第 九 章 83)， 易 知 有 下 述 定 
理 

定理 5 设 力 为 第 ? 个 质数 ， 取 (Halton) 网 点 Mi X 
M,- (Po, K) , pp, Q5 , ° 7595, I 00) 

hli2,- (5.34) 

ИРМА, 有 


LI N 
f, #0 - X3 B Fits 
Xi -1 
Ф), o Q] eon 6.35) 


其 中 
log?^!N 


bene cios) g 


WHEELS, H2x+1=20. 定义 o 


9,— 2с05. 221 


а</і<п-1р) 


其 中 ，2 是 mod р 的 原 根 或 者 2 的 阶 数 为 r, JR 67 (mod 8) 
RIAR AM.: 
M, = Qo), {0n1k}) (й=1,2,+) (5.36) 
(M,, k—1,2, - HIE Е-Е Jl. 
由 华 - 王 网 点 求 积 公式 的 误差 估计 定理 (参阅 111 第 十 一 章 $4 
定理 6 ), 可 得 下 述 结论 . 
定理 6 对 网 点 (5.36)， 有 
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f, - 3 (као, (оа, 
(o4), (0,0) )" К 十 pm (5.37) 
其 中 


pw=OCV-H+D， Мәс 
舍 去 (5.33)，(5.35) 和 (5. 37) 的 余 项 ， 就 分 别 得 出 用 均匀 网 
点 ，Halton 网 点 及 华 - 王 网 点 构成 的 边界 型 数值 积分 公式 : 
кз ов ву 
n мау ex [re teste nr]. a 


(5.38) 
1 я N 
f rar sh [Fontem atoms 
ju 
po Bs pe) |” ” (5.39) 
[X Fido} о 
ГА “NA a i 1 , iet „^з, 
X, = 
(o), =, (0,489 ] (5.40) 
Xi “0 


BUE ui ER TEIR EATER 
Lu=g 
其 中 工 定义 如 (5.1) (这 里 假定 6;;，58: 及 c 满 足 相应 的 条 件 )， 则 (5. 
38)，(5. 39) 及 (5.40) 的 误差 估计 分 别 由 定理 4，5 和 6 给 出 . 
由 定理 4，5，6 看 出 ， 用 (5.38)，(5.39) 及 (5.40) 式 右 端 


的 求 积 和 去 近似 积 分 | а 时 ， 可 以 达到 任意 预先 指定 的 精度 . 


而 三 者 的 收敛 速率 分 别 为 OCN-3+) ，OCN-1+) 和 OCN-1+'), 其 
中 为 任意 小 的 正 数 . 
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著名 的 Hexxos 定 理 告诉 我 们 ， 无 论 怎样 选取 结 点 序列 
„= (x, 99 , x, O0 , ee, x, 0) (&z1,2,7-) 

在 解析 函数 类 上 ， 求 积 公式 

人 “dy = YASAP, na) ^N 
的 误差 阶 pw 的 阶 不 会 比 O(N-:) 更 高 ， 因 此 , 式 (5.35) 及 (5.37) 的 
误差 阶 是 不 能 再 有 实质 性 的 改进 了 .从 这 个 意义 上 说 ， 式 (5.39) 
和 (5. 40) 是 一 类 最 佳 边界 型 求 积 公 式 . 

$5. 利用 测度 函数 构造 降 维 公 式 的 方法 


在 本 节 中 ， 我 们 将 给 出 另 一 种 精确 降 维 展开 方法 和 一 些 有 实 
用 价值 的 近似 求 积 公式 , 本 节 方 法 的 优点 是 可 以 将 一 个 Lebesgue 
意义 下 的 重 积分 一 次 化 为 测度 函数 的 一 维 积分 ， 因 此 它 特别 适用 
于 激烈 振荡 的 被 积 函 数 和 奇异 的 被 积 函 数 . 本 节 的 工作 属于 了 B. 工 . 
Burrowst®, 
为 说 清 这 个 降 维 方法 的 思想 ， 我 们 先 来 看 看 一 维 的 情形 . 设 
f(%) 是 有 界 非 负 可 测 函 数 ， 且 
0O&IESWEYIr x€ [a,b] 
并 记 
uy) mE (| ЈО) zy, x€I —[a,0]) 
因此 
Aw) z0€u(y) b - auo) 
考虑 Lebesgue 积 分 


f Soda (5.41) 
H Lebesgue 积分 定义 知 
u ` 
[ ap dx= усу) + lin Убу) Qi- yi) 


maxi, 一 0 


(5. 42) 
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Hp А= у-у. Wt 
[feodo yay) * суду (5:43) 
А 5 


Жерш О) St етапа FIBI. BERG 42) d 
极限 存在 ,因此 保证 了 对 k(Y) 的 积分 也 存在 (参阅 Mikhlinp371l 
Кіеѕ2 #1 Маву[442). 

因此 为 佑 值 积分 (5.41)， 我 们 只 需 先 求 出 4(y) (精确 的 或 近 


似 的 ) ， 再 去 估计 积分 kh()4y C 例如 用 通常 的 Gaussian 或 


> 
Newton-Cotes 公式 等 等 ). 
EESO 三 0 的 限制 是 可 以 去 掉 的 ， 只 要 定义 


f, OLO + одонд =-у 1/60] -/60) 20 
yl 
b b 
IA wdx- [Ao 


因此 我 们 可 以 代替 估计 左 端的 积分 ， 而 去 考虑 右 端的 两 个 积分 . 

如 果 %xoe (а, бу ESO 的 无 界 奇 点 ， 则 我 们 可 以 分 别 估 值 fGo 
Ж [as xo- e] fl [w e, ] ERU Ce, ax 0, 则 只 需 分 别 考 
mB[e*6,5]fü[z 57e, 34 e06—1,2)8, 即 得 到 f(%) 在 
[2,0] 上 的 积分 估 值 ，Burrowste 给 出 的 一 些 例子 说 明 这 个 方法 
是 很 有 效 的 ， . 

在 4(y) 不 能 精确 给 出 的 情况 下 ， 我 们 可 以 这 样 来 估计 nOD, 
首先 把 T= [а,Ь] g mA WIRES PT RT. 


ЎАл=ь-а (5.44) 


ЖЕТИНЕ йл Gom) A CO BUNC 5G 71,2, 7,0), BEES T 
集 I: 中 至 少 含有 一 点 ， 任 意 给 定 y, 
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我 们 估计 (C08 
(C) 23 ер, (5. 45) 


其 中 
&=0, # у> max f4), z,€ I, 


&=1, 3: у< тїп f(x), GEL 


0xecl1, Hik (5. 46) 
例如 对 于 
min f(x) <y<max f(x) (5. 47) 
EXIEI b: 3 p а. 
max f(x) -y 


аа = minfG5 [€ % € I, (5.48) 


特别 ， 当 数据 点 的 个 数 %=mw 时， 我 们 可 按 下 式 决定 6; 
“=Í 1 MfG)», «cl, 
0 b 
Ws, #=1, 2, , п} 是 等 分 布点 列 ， 那 么 对 任何 有 界 
Riemann RJR A g(x), xE [2,5] # 


(5. 49) 


lim SY) Se o)f вооа (5.50) 
令 =š 
ewf , a? (5.51) 
则 有 
lim Na = ВО) (5.52) 
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其 中 N, RR fo) BG 1, n, mad. 
t JB BALLS ЛУП PME Jy E CO 1) 
x; — (10) —10 — [i0] (5.53) 
Жр [0] 48100 ЖОЕЛ, 170 是 任意 无 理 数 (参阅 Davis 和 
Rabinowitz[151). 
转 而 考虑 Lebesgue 意义 下 的 重 积分 


fwax (5.54) 


设 有 限 区 域 4 的 测度 为 
m(A)=V 
类 似 于 一 维 的 情形 ， 令 
шу) ={Х|ХЄА4, /(Х)>у} 
则 


|,/ООЮ4Х=уш уз+ lim. Ўро, ә) 


пахд; -0 
= уу) + [К (5.55) 
0 


这 样 ， 我 们 就 把 多 重 积 分 (5. 54) 降 维 表示 成 一 个 定 积分 
fura. 


在 大 多 数 情况 中 ，&(y) 是 不 能 精确 表达 的 ， 因 而 需要 对 之 估 
值 . 类 似 于 一 维 的 情形 ， 我 们 把 4 分 成 若干 子 集 厂 ， 特 2]38 Г, H 
йш /(Х)=с], XE nO) 的 估 值 将 尤为 便利 ， 因 为 这 时 的 
maxf Offi min /(X) 可 以 精确 知道 


HREH RARER ERA E= Ais tais s н) 
为 4 中 的 等 分 布点 列 ， 例 如 ， 当 4 是 p 维 方 域 时 ， 点 列 X; 的 第 7 个 
分 量 可 取 为 
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35 = (10,) =:0, — [10] 
其 中 6(7=1,…，* 力 ) 是 z 个 相互 无 关 的 无 理 数 .， 因此 对 任何 有 理 数 
集 {@} 有 


ro 
VERTES DET. 
例 1 考察 积分 
| гё || ану cens 
220.30781 (5.56) 


如 果 用 古典 27 点 Gauss 法 则 ， 则 可 求 得 积分 了 的 ,近似 值 为 
0.30786. 但 是 要 想 进一步 提高 它 的 精确 度 则 是 困难 的 .因为 
Gauss 法 则 收敛 速度 很 慢 ， 即 使 是 结 点 个 数 增加 到 729 点 ,也 只 能 
得 到 了 的 近似 值 为 0.30780( 人 参阅 [151). 

如 果 我 们 用 式 (5. 49) 来 近 供 测度 函数 k(y)， 并 取 如 下 8 个 点 
作为 数据 点 


X, = (кя, jis m) k, j,1=1,3 (5.57) 


RE 1, 0 —1,2,7,8) 是 以 X; 为 中 心 的 小 立方 体 ， 其 测度 为 p = 
7?/8. 然后 对 


f “шууду 
Yo 


应 用 5 点 Gauss 公 式 . 则 可 获得 近似 值 为 0.3064529， 注 意 , 因为 
本 例 中 的 被 积 函 数 /(X) 三 (x,y,z) 是 单调 递减 的 ,所 以 yo 和 yw 可 
以 精确 求 得 ， 它 们 分 别 为 f(0,0,0)=1.3，f(x, тл) 二 0.148148. 

如 果 采 用 等 分 布 数据 点 ， 则 由 式 (5. 52)， 我 们 可 以 通过 数据 
点 个 数 % 的 增加 去 逐步 下 近 上 (7 因而 可 以 用 相应 的 积分 估 值 刀 
去 逐步 近似 了 .例如 可 取 等 分 布点 列 为 
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X,z Gi; yiszi) 

G=] y O43) z =G T) (5.58) 
算得 结果 见 表 1 . 

要 想 用 这 种 简单 的 估 值 方法 去 获得 更 精确 的 结果 ， 就 必需 增 
大 n， 即 使 如 此 ， 在 被 积 函 数 可 以 精确 地 表达 为 多 项 式 时 ， 我 们 
还 不 能 指望 这 个 方法 优 于 古典 方法 .因此 这 就 需要 我 们 寻求 另外 
的 估计 &(y) 的 方法 . 


#1 
айл J. 
30 I i 0.3095236 m 
35 0.3065273 
40 0.3078608 
45 0.3088979 
设 
L(f)+u() -kf -yo) (820) (5.59) 
这 是 j 的 线性 单调 碱 函数 ， 且 有 
L(Y) =нСу„) (5.60) 
假定 
LPKP) yi JEYN (5.61) 
并 且 用 下 式 定义 f, 
L(f)=0 (5.62) 
ШЕ Ж 
[ a> (noo ay (5.63) 
Уо ы] " 
类 似 地 ， 若 
LO <и) ef ys (5.64) 
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"o 
f Lefyaf< а Суду (5. 65) 
yo yo 
另 设 关于 名 的 连续 函数 (0<k<co) 
т®= [| Іру (5.66) 
Y 


Wik, HEFER, k ELAINE ERG. 61) #105. 64), WA h 
使 


I = f"Lcoar (5.67) 
EZ] 


当然 ， 只 要 у>, HmECX| fX) =у,) —0, ИХЕ А, ЯПА, 
EFEN. Biho HMR, РСР ру) - AEG - 0 存在 
H Sis Y< 六 过 yw， 使 得 


LCf) =н) (5. 68) 
由 此 得 到 近似 式 
Kix [ис уду (5.69) 
其 中 四 是 按照 下 述 条 件 选 择 的 
Ір) uf) (5.70) 


%»</<ук. MA, ШЛ, WRG. 69) ЗГ. NRAN 
的 选择 方法 是 按 下 式 确定 出 来 ; 
aC) - ROM) (5.71) 
此 时 ， 
д EPS- S-I HIA faz) (5.72) 
且 由 了 的 定义 ， 得 
f-2y*20,-*) (5.73) 
因此 
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^ 


f терр Cf, VUV) (5.74) 
于 是 由 式 (5.55)，(5.66)， 《5. 69) 和 (5.74)， 得 
IN: )dX =y hV) + fnondyefancoo 
| (5.75) 
这 一 近似 式 是 最 经 济 的 ， 因 为 只 需要 知道 一 点 ( /,нб)/2). 
-为 了 由 式 (5.71) 得 到 万 的 近似 估计 ,我 们 考察 /CX) 在 立方 体 
中 心 点 的 值 及， 因为 任何 经 过 立方 体 中 心 的 平面 把 立方 体 分 成 为 
体积 相等 的 两 部 分 . 特别 ， 曲 面 CX) = 大 在 中 心 点 的 切 平面 也 把 
立方 体 分 为 体积 相等 的 两 部 分 ， 如 果 这 个 切 平面 很 精密 地 近似 于 
曲面 A 及)=f;、， 并 且 /(X) 又 是 单调 的 话 ， 则 有 


BC Ja) jun) /2 (5.76) 
因而 
fs f, (5.77) 
由 式 (5.77) 及 (5.75)， 可 得 
n JOOAX zm fai) (5.78) 
应 用 此 式 得 到 积分 了 的 一 个 近似 值 为 
Ј 220. 2666 (5.79) 


ЛИ ЕЮ. JT Wo. ЗИЯ 
干 子 立方 体 ， 并 把 积分 ] 分 成 相应 的 若干 项 ， 对 每 一 项 分 别 用 式 
(5.78) 估 值 ， 表 2 H TA[0,z; 0,z; 0,7] 2 ^ 个 相等 子 立 方 
体 时 的 计算 结果 . ВРО) ЖР, у, сЕ, MA Я 
可 以 减少 . X 2 第 三 栏 里 给 出 需要 进行 估 值 的 最 少子 立方 体 的 个 
x. 

由 表 2 见 ， 若 取 J, 完 J]， 则 当 %=5 人 时， 就 可 得 到 精确 到 5 位 
小 数 的 近似 值 ， 此 时 4 被 分 为 125 个 子 立 方 域 , 但 是 只 需 在 其 中 的 
35 个 立方 域 上 进行 估 值 即 可 . 而 采用 古典 729 点 公式 ,也 只 能 达到 
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4 位 小 数 的 精确 度 ， 


m 2 
n No. Г» 函数 计算 量 
2 0.3054125 4 
4 0.307796 20 
5 0.307806 35 
6 0.307807 ‚56 
8 0,307808 120 


因为 公式 (5. 55) 是 精确 降 维 公式 ， 所 以 估 值 积分 (5. 54) 的 误 
差 是 由 估计 [i cody 引起 的 ， 如 果 不 计 会 入 误差 ， 则 细致 分 析 
出 误差 源 有 三， 

C» 由 估计 积分 | uo) dy 所 用 的 方法 产生 的 误差 


(2) 估计 p(y) 所 产生 的 误差 ， 

(3) 当 Yo 和 yn 未 知 时 ， 估 计 它 们 而 产生 的 误差 . 

АЈС) BRA, RDTEOS EORR LO). Puy) EA RT 
微 时 ， 如 果 用 Newton-Cotes 公 式 和 Gauss 公 式 去 估计 积分 


“(y dy (5.80) 
0 


易 知 当 续 点 个 数 % 无 限 增加 时 ， 误 差 巨 趋 于 零 . 当 &(y) 连续 而 不 
可 微 时 ， 利 用 Jackson 定 理 (参阅 [631] 和 [8]), 立 知 ， 随 着 n>, 
误差 E>0. 

当 4(y) 不 连续 时 ， 我 们 仍 可 以 用 例 1 中 介绍 的 方法 去 估计 积 
分 (5.80)， 并 且 由 下 述 定理 建立 它 的 收敛 性 . 
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分 别 为 原 超 正方 体 和 子 立 方 体 的 测度 ， 且 有 


ШКХ) =р/2 
则 如 下 估计 式 成 立 (0<6<1) 


[cay - Zfatoe| «e maxi- yov 
(5.81) 


证 考察 第 * 个 子 立 方 体 上 对 函数 &(y) 的 积分 ， 用 例 1 中 的 
方法 对 之 估 值 所 产生 的 误差 为 


т 7 7 ^ 
E, [^h ondy - | L paf=| ас-су 
ЕА » % 


(5.82) 
其 中 » 
^ Lp x«f«f 
£ =Í Ў dn (5.83) 
H 
[= паху (5.84) 
注意 到 式 (5.72) 和 (5 73)， 易 得 
IC -LA| <p/2 (5.85) 
因而 
[Е,| <(/-ур$/2< -P (5.86) 
于 是 
|E|«6Oi-»0P 0<6<1 (5.87) 


最 后 累计 %* 个 子 立 方 体 上 的 全 部 误差 即 得 式 (5. 81). 
由 此 定理 ， 只 要 
lin max (к-У) =0 (5.88) 
则 误差 (1) 趋 于 零 . 当 k(y) 连 续 时 , 式 45.88) 自然 成 立 ， 当 k(y) 分 
段 连 续 (其 不 连续 点 为 有 限 ) 时 ， 不 难看 出 式 (5. 88) 仍 成 立 . 
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转 而 考虑 误差 (2)， 分 成 三 种 情形 ,如 果 采 用 近似 式 (5. 45) 
和 (5. 49)， 并 且 将 数据 点 取 为 等 分 布点 列 ， 则 由 式 (5.52) 知 ， 误 
差 (2) 趋 于 零 . 如果 采用 近似 式 (5.45) 和 (5.46)， 则 收敛 性 可 由 
下 述 定理 8 保证 .如 果 采 用 例 1 中 的 方法 去 估计 4(Y)， 则 可 用 定 
理 9 建立 它 的 收敛 性 . 


可 积 ， 识 办 的 测度 为 J， 且 


UI=4 (5. 89) 


iei 


m 
и (Жар, )= шу) (5.90) 


фф пахд, 而 s; 定义 如 式 (5.46). 

证 因为 /(X) 是 Riemann 可 积 的 ， 故 /(X) 至 多 在 一 个 测度 
为 零 的 集合 BS4 上 不 连续 ， 在 下 面 证 明 过 程 中 出 现 的 点 集 里 都 
假设 已 除去 属于 集合 B 的 点 . 

设 数 据点 X,，# 二 1,2,…,zm 分 布 在 全 体 子 区 间 J,i 二 1,…, n 
上 . H 


sup f(X) = M, inf f( X) = (5.91) 
Xel; Xal; 
又 定义 阶梯 函数 
[O0 = Утба (X) fOO-2MG,O (5.92) 
其 中 
1 ХЄІ, 
Gr (X)- š 
1, CX) { о 其 他 (5.93) 
X 


що) =т(Х | f(X)2y) ш(уу=т(Х|/(Х)>у) 
(5.94) 
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因此 


ш(у) RY) mu; Су) (5.95) 
ARG. 45)58C5. 46) EL ВСУ), 0E ERIGI (5.91), + 
шо? eb) (5.96) 
Mbn—co tf, тах $,—$90, Н. 
lim f(X) 2lim f(X) = f(X) (5.97) 
оош 
于 是 
lim шу) =lim шо?) =u) 
= pn 
最 后 
lim (à ei )-nc » (5.98) 
zl = 
定理 8 证 毕 . 


近似 估计 4Cy) 的 第 三 种 方法 在 例 1 的 解 中 给 出 ， 在 那里 我 们 
建立 了 近似 式 


Хоу) 2 (5.99) 
其 中 Xc 是 子 超 正 方 体 的 中 心 ， T f (XW E 
n(JO(X))=?/2 (5.100) 


p 是 子 超 正 方 体 的 测度 .我 们 还 假定 /(X) 单 调 . 
Юж fO ERI PA, WE fO de X 2 Xc 点 的 切 平面 了 的 方 
程 为 


(X - XovfCXc) =0 (5.101) 
且 对 于 切 平面 上 任何 一 点 有 

[O0 = Хо) +(X- Xc)Vf(0) (5.102) 
9 为 平面 了 上 某 一 点 . 


定理 9 设 平面 7 表示 曲面 JO Хо 在 Xc ANDP 
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T. 则 平面 "上 存在 一 uS Н (5. 100) Ж 


|/‹®›-/‹Хс)| < (5.103) 
其 中 性 是 超 立 方 体 F, 每 边 的 长 度 ,& 是 固定 常数 


f= „51р SOO f= “ЛЮ (5.104) 


因为 A(X) 是 单调 的 ， 且 T' 将 超 正 方 体 分 为 体积 相等 的 两 部 分 ( 注 
XIX CSV pO. Ж 


WPP) 
因此 在 7" 上 存在 一 КАЖА. 98) & S. 100). 由 此 
|‹®)- /(Хс)| supl] IX - Xe] (5.109) 
其 中 上 | 为 Buclid i. 又 
їЎ-Хс|< ум (8.106) 


其 中 是 超 正 方 体 六, 的 边 长 ，M 是 空间 的 维 数 . 
令 


ke sup |у уо 
x 


即 可 得 到 式 (5.103)， 定 理 9 ШЕФ. 
由 此 定理 知 ， 若 记 、 
JO(X)=f(Xc) - E(h) 
Du 
lim Ec) =0 (5.107) 
在 本 节 例 1 中 ， 由 于 对 对 个 子 超 正方 体 建立 了 式 (5.99)， 故 
得 到 近似 式 
Sao ss ros G. 108) 
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其 中 X, 是 子 正方 体 的 中 心 ， 而 多, 满足 
ui f) p/2 
下 面 用 定理 8 分 析 式 (5.108) 的 误差 
E = Ер (5.109) 


REV 为 原 超 正方 体 的 测度 ， 则 
[E| <man|E, 0| 3 9 max|E,Q)|V (5.110) 


这 说 明 当 子 超 正 方 体 的 个 3 noo, RID A> 0 时 ， 近 似 过 程 
(5.108) 是 收敛 的 . 
下 面 考虑 误差 (3)， 设 
Ac WC ojo REIOD 


Koh AJER EJ) ЖР К, BEARS XO I Ж#Н ЖЛ. R 
们 车 假定 /(X) 为 Riemann 可 积 ， 则 mB=0. 往 下 恒 设 数 据点 取 
B A/B. 为 估计 y。 和 yy， 我 们 在 前 面 采用 的 近似 式 为 
ys zi max f(X;) y,z min f(X;) 

ЯВАХ, ј=1, 56, mdi uo МЕЈЛ n AT GRUT, 
М, PAL 至 少 包含 了 {Xi} 中 的 一 点 . 在 这 些 前 提 下 ， 可 建立 下 
面 的 定理 . 

定理 10 R P= max pi, LATERI 的 测度 ， 则 

liu max f(X;) =yx (5.111) 

证 /COXEA/B EJEXEHE EUN Ж ЇЧ, EXE 达到 其 上 、 下 确 
Ж. 假定 /(X)=yw， 且 在 某 一 前 分 下 ， 叉 ET。 对 充分 小 的 尹 ， 
任意 的 e>0， 有 

f(X)-f(X)<e XI, 
于 是 
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fZ -e< SX) «max /(Х,) 
f- max f(X,) <e 


由 于 是 任意 的 ， 故 式 (5. 111) 成 立 . 

类 似 可 建立 估计 yo 的 收敛 性 定理 . 

Burrows 方 法 是 一 个 有 效 的 数值 求 积 方法 ， 特 别 在 被 积 函 数 
不 是 多 项 式 时 ， 该 方法 明显 地 优 于 古典 的 乘积 法 则 . 

另外 ，Burrows 方 法 也 是 一 个 很 好 的 精确 降 维 方法 ， 与 前 述 
三 个 降 维 方法 ( 徐 利 治 方 法 ，Davis 方 法 和 Kratz 方 法 ) 相 比较 ,其 
优点 之 一 是 可 以 将 % 维 积分 一 次 降 成 一 维 积分 .而 前 述 三 个 方法 
的 基础 是 Gauss-Green-Ostrogradsky 公式 ， 因 此 降 维 过 程 只 能 
一 维 一 维 逐 次 进行 ，Burrows 方 法 的 另 一 个 优点 是 对 被 积 函数 的 
光滑 性 要 求 较 低 ， 它 特别 实用 于 被 积 函数 具有 奇 点 或 者 是 激烈 振 
ЮК. 

Burrows 方 法 的 主要 缺点 是 由 于 估计 测度 函数 Cy) 引 出 了 另 
外 的 误差 . 作为 补救 的 办 法 是 增加 数据 点 的 个 数 ， 以 减少 误差 . 
定理 7 一 10 保证 了 整个 近似 过 程 的 收敛 性 ,但 是 其 收敛 速率 由 于 
依赖 于 被 积 函数 的 性 质 ， 尚 需 进一步 研究 .在 计算 时 ， 我 们 可 以 
逐步 增加 数据 点 的 个 数 ， 一 直到 前 后 两 次 所 得 近似 值 的 差 落 在 预 
先 指定 的 精度 范围 之 内 ， 从 而 求 得 精度 符合 要 求 的 估计 值 . 

最 后 我 们 指出 ， 借 助 于 复 测度 ， 可 以 推广 Burrows 方 法 ， 用 
以 估计 形 如 


NO 
的 围 道 积 分 ， 其 中 f(z) 是 复 变量 z 的 函数 ，C 是 围 道 , 
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附 ж I 
多 元 直 交 多 项 式 的 公共 零点 作为 
结 点 的 求 积 公式 


在 附录 I 和 附录 工 中 ， 我 们 使 用 了 下 面 的 记号 ， 
记号 说 明 I 


T is, = |. Јес, i X.) AS д n XP dx da, dx, 


ЫНС 
我 们 用 下 列 形式 的 表 
Ga) 4, 
05,9) 4, 
[ON Ау 
表示 求 积 公式 


Је f ns mo y X.) dx dx, da, 


N 
= Ë Ai f sis tans ti) 


(Z) 25, 7t y Xn) ESTE F (рох) КЁ 的 全 体 对 称 点 
《〈 即 交换 坐标 分 量 并 添加 正 负 号 后 所 得 的 一 切 异 于 它 的 点 ) 构 成 的 
记号 说 明 I, 区域 
1. Cs 一 一 n 维 方 体 域 : 
-1<%<1 #=1,2,+е,% 


СИДИ ААЕ(Ж1, +1, ++, +1); C: 是 正方 形 ，Cs 是 立方 体 ， 
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yes 
2. S, — n 8, 
K+H +хї<1 
5,3014. qw x z.) = (a+ l+ ++ +4), a> - т], 
у=? л _ 
п+2 T(n/2) 
3. Sn ЕЕ, 
р<х ++ + 3241 
0<0<1 
HWX Argin) = 
V2 
= 
4. О,—п 维 球面 : 
а! 
UEMA. KOX) = 18 
ni2 
V Hay 
5. Go 一 一 % 维 八 面体 : 
ЕЛЕ |w,| +++ + |х„| <1 
Gs, 是正 方形 ;Gs 是 正八 面体 . VV=2"/nt 
6. 了 ,一 一 % 维 单纯 形 ， 
Ж +% +++] X ?=1,2,+е,% 


了 ,是 三 角形 ; 了 是 四 面体 ;，T, 有 n+1 个 顶点 : 


a-p") 


(0,0, 4,0) 
(1,0, 7,0) 
(0,0, --,1) 
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TES 


"n 
T. 本 一 带 权 函 数 exp( - 好- … - xD НЕ, 
—-coo«x,coo 11,2, 
w(X,,2;, 7, X.) =exp( — XE - i — 34) 
V =r? 
8. E;— A АЩ expl- aped ox) RU SEIS n Hh 
空间 ， 
Le «x«o i-1,2,",9 
W(X,s May 1, X) =ехр(- V AER XD e XL) 


еа п/2 
y- 20- 


T(n/2) 
9. H,— 2 维 正 六 边 形 区 域 ， 它 的 六 个 顶点 是 (+1,0)， 
1 l 3 23 /二 
(s 2, +у/з), у= м3. 


10. EL, 8 8 Lex- с) + y!] 2 GG с)  y!] 1⁄2 的 
二 维 椭 贺 域 ， 
fbi а? -b-c 


w(x, y): [(®- с) + у?] TM (x e c)? + y2] 1⁄2 


e a+b 
y =2rlog.( z ) 


11，Pu 一 一 抛物 区 域 : 该 区 域 为 由 下 列 二 抛物 线 


2 
2 х= A -bb 


agi. 
AT dm 4 


转 成 的 区 域 ( 见 下 图 )， wGny) =1. Vo барав). 
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1. Ca 7 点 5 次 
Radon[1], Albrecht 和 Collatz[2] 


(xr, +5) = 
(0, +) a 
(0,0) zv 
= /3 2l. = [И 
r=/3 5X3 i JE 
求 积 结 点 是 下 列 直 交 多 项 式 的 公共 零点 : 
P, == -Ža P,,—2xy! - 3% 
-—" s 14 
Pant yt у 157 
2. Ca 8 点 5 次 
Burnside[3] 
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(5,0) rs 49 
9 
(+5, +5) тоб” 
eid zt 
"= ГЕ з= f 
求 积 结 点 是 下 列 直 交 多 项 式 的 公共 零点 ， 
Ри = Sy y P,,, =у? -Zaty - бу 
-xy-9545.5.4,7 
Poet e yrs 
3. С 9 点 5 次 
乘积 型 Gauss 公式 
16 
(0,0) 17 
(r, 0) rs -y 
(ir, tr) iz 
E 
-=j 
求 积 结 点 是 下 列 直 交 多 项 式 的 公共 零点 ， 
Pa =m ix Pazy-iy 
4. C4 13555 k 
Tyler[4] 
_ 28: 
(0,0) 457 
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(£1, £D dy 


36 

(1, 0)rs ly 
45 
1 16 
(b9, 45 


求 积 结 点 是 下 列 直 交 多 项 式 的 公共 零点 : 


P, ,=#y-zy  Рь,=ху%-ху 


5, С. 12 点 7 次 
Tyler(41 | 
(r, 0 )Fs B, 
(+5, +s) B, 
(+1, +t) В, 
n= 52114-37583 4411034 583 
7 287 287 
p= 494 p, 118981 + 2769w 383. 
! 810 Ë 1888920 


p, — 178981 - 27694/ 583 
x 1888920 


全 部 求 积 结 点 在 C: 的 内 部 县 全体 求 积 系数 是 真 的 ， 求 积 结 点 


是 下 列 直 交 多 项 式 的 公共 零点 ， 


P. =x'y— xy! P..,=*t- yt- + БЕ у? 


\ : 
LET у yt - 456 y2 _ 456 yz 
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385 385 
6. Cs 12 点 7 次 
Mysovskih[5], Phillips[6] 
(r, 0 )Fs B, 
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(s, 0 )rs B, 


[E3277] B, 
2.105 + 34/ 385 52.105 - 3А/ 385 
140 140 
:= 了 B,= 71-84/ 385 
Peg H 891 
77 - 3 / 385 25 
= 1713, 385 B,= 
В, 891 А °= 3247 


4 个 结 点 Gr» 0) ss 在 C: 的 外 边 ， 求 积 结 点 是 下 列 直 交 多 项 式 
的 公共 零点 : 


Poma y- Злу P= ху - Say 
27 3 3 27 
P Lx Gl yt y? - y? Rm 2 
кыңай Nro t> *90 
7. Си 1357 K 
Max well[7] 
1 
(0,0) й 
(r, 0 )Fs E 
[CDI p - 


2-12 32.93 +3 V 186 t= 33-3 4:186 
35 155 155 


全 部 求 积 结 点 在 C: 内 部 , 它们 是 下 列 直 交 多 项 式 的 公共 零点 
P. = y+ xy - Say 
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wt 54,2 12212 уа 
Pam ~ ger eto get cag? 
8. С,: 16 点 7 次 
乘积 型 Gauss 公式 
(Er, tr) B, 
(+5, #5) В, 
(7, s)rs B, 
pld9-2 30 s= 15+2 30 
35 35 
59+6 v 30 p, = 99-64 30 
BT T = У 
= 49 
B,= 364 Y 
9. Cs 14 点 5 次 
Hammer fil Stroud[8] А 
(7,0,0) rs B, 
(tS, +s, +s) B, 
—19 2—19 __40 —-121 
780 ° =33 wp! Pim) 


求 积 结 点 是 下 列 直 交 多 项 式 的 公共 零点 ， 


P= 

P,,s =%y*— xz 

Р,» =30у* + 3yz* - 19y 
10. Ss 1305 K 


UW(Xx,y,z)— (2° ba zit 


Ditkintg], X Fa-0 
(0,0,0) 
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P,,,=x*y— yr 
Р,,,= 302° + 3xy* – 19x 
Ps, =30z* + 3022 - 192 


a>-3 


(tr, +5,0) B, 


(0, £r, +5) B, 
(+5,0, +7) B, 
palet 5)(5 +/5) goQ*5)05-A 8) 
= 10(а+7) 10(0+7) ` 
2 4 (4+3) (2+7) 
Burg B= «ae 532 y 


与 系数 B, 对 应 的 12 个 求 积 结 点 是 正二 十 面体 的 顶点 ， 对 于 
4 二 0， 求 积 结 点 是 下 列 直 交 多 项 式 的 公共 零点 : 


P,,,(x, y, z) =° + YM5-1,5.5*V 5x 
2 14 

P0, 9,2) S Ps Gs, Y) 

PysQO, y, z) 2 y*- 1505 уа 5 Ly 

P,,05,y,2) = Psy 2, X) | 

PysQ, уд) 53 y ity ye + 5+/$ y 


P,,.(z, y, z) = Py (2 z, у) 
Р,,„(х,у,2) =xyz 
11, Ta 7 点 5 次 
Radon[1], Hammer, Marlowe, 和 Stroud (10] 


(t, ty t) A 
(r, n $) B 
(8, и; v) с 
1 9 
і=— А => 
3 40 
_ 6 -A15 _9+2/15 —-155- А/15 
Ea UM P=- dme) У 
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и=8 4/15 v—9-2415 (155 + A/18y 


21 21 1200 
求 积 结 点 是 下 列 直 交 多 项 式 的 公共 零点 : 
1 8 10 1 4 1 
Р. => ауз д хи 10,2. l, 4„_1 
su—XYytxy +y T^ 77% 7 了 + 了 4+ 了 3 21 


P,,,=x*— 2x? y + 2xy! — y-seyeis-ly 


P, (z, y) = Py, QHX) 
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Hox I 


1. Си 7 点 5 次 
见 附 录 IARI 
2*. Сы 12 点 7 次 
见 附录 工 公式 5 
3*. Сы 12 点 7 次 
见 附录 了 公式 6 
4*. С. 27 点 7 次 
Махмет], Hammer 和 Stroud[8], Phillipst6] 


(0,0,0) B; 
(r,0,0)rFs B, 
(5,5, 0) rs B, 
(+t, +t, £0) B, 
2385 У 165 52.3057 165. 
2777738 35 
1.195 * 45/ 165 22.222: 
t= 37 E 34577 
sats O МЕЕ 
B- 1355% y P = 216/* 2 


B,—V - 6B, - 12B, - 8B, 
注意 在 上 述 两 个 求 积 公式 中 都 有 一 些 求 积 结 点 在 C, 的 外 边 . 
5. S: 6 点 4 次 
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wlx y) = (+y) а> -2 
Mysovskih [5], 3 Ға=0. 


(0,0) B, 
Cis Si) B, 
1z0,1,2,3,4 
_ Ja+ 4 2л _ /e+4， 28x 
na Cos B s= eren 5 


222-74 — (а+2) (0+6) 
Cry vd Вана Y 
在 上 面 的 求 积 公 式 中 有 5 个 结 点 是 正 五 边 形 的 顶点 . 
6. S 7 点 5 次 

(х,у) = Qe y)" а>-2 
Radon[1], Реігсе[111, X} Fa=0, 


(0,0) A 
(+r,0) B 
(+s,t) B 
"—=©*4 = а+4 2— 3(a+4) 
а+6 4(a+6) 4(а+6) 
A= dup cor d 


与 系数 B 对 应 的 六 个 求 积 结 点 是 正六 边 形 的 顶点 . 
7*. S,: 12 点 7 次 
Peirce(111, Hammer 和 Stroud(8] 


(r, 0)Fs B, 
(ts, ts) B, 
(+t, xt) B, 
p-3 s= 21-34/29 
4 104 
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po 20:3 29 B,-2y 


104 7 
=551 + 44/29 в, 551-41 V29 
= 4 NS 6264 4 


全 体 求 积 结 点 是 5 的 内 点 ， 全 体 求 积 系数 是 正 的 。 
8*. 5з: 13 点 5 次 
见 附录 I ARL 
9*. Si 27 点 7 次 
Hammer 和 Stroud [8] 


(0,0,0) B, 
(9,0,0) rs B, 
(5, S, 0) rs B, 
(Ei, +t, +t) B, 
2.455 /30 1854/30 
r= 87 esse 
22792 V30 zii 
ES 87 B dan 
zcl | 
В,= 63055 d B 052087 


B,-V - 6B, - 12B, - 8B, 
在 上 面 的 二 个 求 积 公 式 中 都 有 一 些 求 积 结 点 在 S, 外 部 . 
10. Ui (m+) m 次 

Krylov[12, 73—74] 


(Gu Sa) B 
kl0,1,,m 
z! 2hr nu. 2Àx 
п соз 11 зу зір 
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= 2л 
т+1 
11. Ти 7 点 5 次 
见 第 一 章 86 
12. EY: 6 点 4 次 
(0,0) A 
(fis Si) B 
i=0,1,2,3,4 


r= М cos 2E s,—/ g sin 27 


1 
A-lv B= 
五 个 点 (si) 是 正 五 边 形 的 顶点 . 
13*. Ej. 2787 次 
Stroud 和 Secrest[13] 
(0,0,0) 
(7,0,0) rs 
(5,5,0) 
(+1, ££, +£) 


b Q = x 


15+ 5/15 g |= 6 М1 
4 2 


_9+2VI15 A 720 + 84/15 
2 2205 


B= 2703 46 V15y C= 162+41 


15435 6174 


D 183 x 2024/15 


24696 
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两 个 求 积 公式 的 系数 都 是 正 的 . 
14*, Ер, 1345 次 
Stroud 和 Secrest[131 
(0,0,0) A 
(ir, 5,0) B 
(0, +7, +5) B 
(5,0, +r) B 


r= 5+ A5 S2 一 5-/5 
4 
2:2 Sp 
A-zV B= 
与 求 积 系数 B 对 应 的 12 个 求 积 结 点 是 正二 十 面体 的 顶点 . 


15*, E% 1247% 
Stroud 和 Secrest[13] 


(5,0) es 4 

(+5, +5) B 

(+1, +t) с 
i. 229-348 
= 3 si 8 
poit3 5 PEUX 

8 4= 36 
524/5) 25-25, 
В=? Зу C= 
16, E 6 点 4 次 
(0, 0) A 
Gi,s) B 


#=0,1,2,3,4 
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5 个 点 (”*s) 是 正 五 边 形 的 顶点 . 


17. Eh 7 点 5 次 
Stroud 和 Secrest[13] 
(0,0) 
(tr,0) 
(ts, t£) 
r=2V5 


і= 4/15 


18*. Ej 278 7 次 
Stroud 和 Secrest[13] 
(0,0,0) 
(5,0, 0) rs 
(5,5, 0) rs 
(+#, +t, 4t) 


r= 120-24 / 130 
т п 


DAVA’ 


5*—288 + 244/130 


A=5175- 184/180 


poo 21624 4/180 
7 


B= 3870+ 283 V 130 


8820 


C= 3204 - 281 V 301 


493920 
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197568 


p= 4239 + 373 VV 130 


917568 


19*. Ej 1345 次 
Stroud fil Secrest[13] 


(0,0,0) 4 
(xr, 5,0) B 
(0, +7, +s) B 
(+5,0, tr) B 
#=15+3/5 s2=15~3A/ 5 
3 1 
4= 57 B=307 


与 求 积 系 数 B 对 应 的 12 个 求 积 结 点 是 正二 十 面体 的 顶点 ， 


2095. Е. 12 点 7 次 . 
Stroud 和 Secrest[13) 


(5,00 rs A 
(Xsyts) B 
(Et, +1) C 
"m , 2.6615 £ 214/ 74255 
ri-42 a = 
2 5 _ 5272105 + 187334/ 74255 
Ят 588" BCS 43661940 V 
21. Ни 4 点 3 次 
(1,0)Fs iy 
.= 2 
r 718 


22. H. 7 点 5 次 
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Lyusternik[14], Albrecht 和 Collatz[2] 


0,0) 4 
(+*”,0) B 
(+5, tt) B 
=M 2—14. 
"735 * 7100 
2.42 A= 258 
#=-00 1008 
225 у 
1008 


23. El; 4 点 3 次 
wx, y) = [Grm с) y!] P [Ge c)? + yt] 712 
Lee 和 Stroud[15] 
(+r,0) B 
(0, +5) B 


"= (o * A) $= (а - ue) 


=1у 
в=1у 


24. ЕІ. 4 点 3 次 
' UP (xy) = [(2 2 с) + yt] TM Ge c)? +y] a: 
Lee 和 Stroud(15] 


( +”, +5) Ly 


= (2 + 0и) si= (o - de ae 


25. El, 7 点 5 次 
Lee 和 Stroud(15] 


Zé 


(+7, 0) B 
(xs, ££) [^ 
r= І.І, – Га si= 1» 
Isl; І, 
= LT = (Lala D)? 
Е 21,11, – Га 
Em Tà EV " 
eR A=V -2B-4C 


26^. EI, 12 点 7 次 
w(x, y) = [Gr e) +y] [0+ с) + у] 
Lee 和 Stroud[15] 


(Eri, 0) А, 
(0, +s;) В, 
(+w tu) c 
1,j=1,2 
e= = p 
= I$ 
41.1, 


rb 0 та на =0 的 根 ， 其 中 
а= (L, - 462) (Т, - 44) - (La - 46,4)? 


D, 


а, = Чо - 4C/) Hu - 4C, - h Ga, - 4C2) 
1 
D, =}, (Lo - 40,5) - (To 40,2): 


= 1, = 46,2 -kri 


27204-0) 
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I, - 4C2- ki 
20i-n) 


A,= 


y- 
jS 3 400. 


Sh $ st+bst+b =0 的 根 ， 其 中 
Ме (Tu 一 4€) (Is - 4,9) - (To z740) 
一 D, 
b s a| 462) (To - ACA) – Ej Us = ACA) 
= 


D,= Bc = y = 4C!) 


Toi ~ 4C? - hish 
‚шен 2(si- sj 
In -AC/ -kisi 
B= ш) 
y- 
n= E. 


27. Ры, 4 点 3 次 
w(x,y) = 1 或 w(x,y) = [402 + ур! 
(fis ts) A 
(Qu t£ B 
n, r4 Ji für ^er 4 二 0 的 根 ， 其 中 


Ial- Tsaoloo d= 11-15. 
2 ` 


M gm 20400 7 21 
A- „1—1 = 1-71 
20. -т) 2093-7) ` 
1l ula Da = 1-71 
2A0,.-7) 2B -n) 
TEE 5272105 187334/ 74288 y, 
"i 588" m 43661940 4 
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28*. G, 1345 1k 


(0,0,0) B, 
(+7, +5,0) B, 
(0, £r, +5) B, 
(+5,0, tr) В, 
"—=4*?2/ 2 g=4= 2/2 
21 ^ 21 
=-$- iH. 
nM В. 207 
29. C, 2n 3 次 
Stroud[16] 
(rins fis tt, Finis Fin) -4 
fiam 2 cos Q- -Diz "e [s 2 — piz 
ki 2, [2] #=1,2,++,2% 
тални = CL, жан SJ n ЕЛКА, 
HECA. 
30. С, 2nR 3X 
(00,0,77,0 07s a 


2d" 
i 
当 #> 3 时， 全 体 求 积 结 点 在 C* 的 外 边 . 
31. С (4+1) 点 2 次 
271 


Stroudt16] 


1 
Cris Fay ttt Fin-iy Fi) "41 4 
2 24 2... 2ikx 
reas m f Dcos +1 roa c | 251 2888. 
2,2] #=0,1,+ +,» 
车 %* 是 奇数 
pg (= 
isn 73 
32. S, (п+1) á 2 Ж 
Stroud(16] 
y 2e 
(ras Fiszs ` fos Yis ETE 
PE Ёл — / 2 4, л 
fiim p ari Lm Ni sii 3 nel 
k-1,2, 5] i20,n 
"арк 
Cm 
Pis =—— 
М n2 


求 积 结 点 是 % 维 正 单纯 形 的 顶点 ， 且 均 在 S, 内 . 
33. 5,, 2nR 3 次 
W(X Lry teg Xn) = GEAR йу a> 一 各 


Hammer 和 Stroud[8] 对 于 c=0 


(7,0,0, --,0) rs E24 
p. "ha 
^ ntac2 
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34. 5,241, 21 点 3 次 


Mustard([17] 
(7,0,0, "--,0) = B 
2 n 1- p 1 
"= 1-9 ) Bev 
SUB pue SIN 
35. Us 2n& 3 次 
(150,0, 7,0) r5 У 
求 积 结 点 是 * 维 正八 面体 的 价 点 。 
36. Gu (MIDAK 
Stroud(16] 
(Yi Yin fimi) fi) чит” 
= 4 cos 2287. 
rn eis x3) 7 41 
Е 4 a. 9л 
fia ni aue Darz) nil 
kn) $z0,1,,7 
车 %* 是 奇数 
ele MEE SINE! 
rin=( DAM (YDGE2 = 
求 积 结 点 是 % 维 正 单纯 形 的 顶点 . 
37. Са 24 点 3 次 
Stroud[16] 
(5,0, 0, 0) es dx 
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= 2n 
"= (1-1) (0+ 2) 


38. T4, (4+1) 点 2 次 
Hammer 和 Stroud[8] 


АИ) un 
— + 2 二 WU+2 n+2łiny n+2 
(n+1)(%+ 2) (+ 1)(ж+2) 


当选 择 上 面 的 符号 时 ， 得 到 的 求 积 公式 的 结 点 全 部 是 T, 的 内 
点 (对 全 体 %)， 当 选择 下 面 的 符号 时 ， 对 于 n> 3 ， 全 部 求 积 结 点 
都 在 T ,外 . 
39. T4 (п+2) 3 次 
Hammer 和 Stroud[8] 


(rye fy r) B 

(5,5, 9,5) Ë) [^ 
ыла БЕН ' 
7 二 rT =з 
eg. =- 41)? 
fu . B 4(n4 2) 


c= 0*3! — 
4Q-1)( 2) 


40, EF, 2n AR 3 次 
Stroud 和 Secrest(13] 


(50,0, 0055 У 


n- 


vlè 
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41. Ej 2945 3 次 
Stroud #15есгеѕ+(131 


(9,0,0, 0) zs -4v 


= +1) 
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